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Osa I: Integraalifunktion maaritelma 2122

Esimerkki

Esimerkki. Minka funktion f derivaatta on f’(x) = 3x2?

fzy=234+c (ceR).

derivointi
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integrointi

Integraalifunktio

Maaritelma 1. Olkoon funktio f maaritelty valilla I. Funktio F' on funktion f integraalifunktio, jos

F'(z)= f(x), Vxell

Esimerkki 1. Onko funktio f(z) = %x‘l + 222 4 3z — 1 funktion g(z) = 323 + 52 + 3 integraalifunktio?

Esimerkki 2. Onko funktio f(x) = sin 22 + sin®x funktion g(z) = 2 cos 2z + sin 2z integraalifunktio?
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Integraalifunktio

Lause 1. Jos F on eras funktion f integraalifunktio, niin f:n kaikki integraalifunktiot ovat muotoa
F(z) + ¢, ¢ € R. Vakio ¢ on integroimisvakio.

Esimerkki 1. Maarita funktion f(x) = 2x — 1 kaikki integraalifunktiot.
/(2x—1)dx=:c2—x—|—c

Esimerkki 2. Maarita funktion f(z) = e3” se integraalifunktio F’, joka kulkee pisteen (0,2) kautta

e 4 ¢
—|—c:2:>c:1§

F(z) = [e3%dx =
F(0) =3’ +c=

1
iy
3
F(x) = 3639“ + 1%
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Polynomifunktio
1. /cf(a:)dac = c/f(:c)dx, ceR
2. [(H@)+ g do = [ o+ [ gla)da
1
3. /w"dw =— 2"y neN
n+1
Esimerkki /(5 3 + 1)d Dpt_ Ly + L2 +
i i. - — — =-x — = —x° —
T 2 T T 490 690 290 T+c
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Potenssifunktio
1
/x“dx: G—Hx‘”l—i—c, a# -1, a€eR
. . 5
Esimerkki 1. /—Zdac
T
Esimerkki 2. /x\/de
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Potenssifunktio
Df(x)™™ = (a+ 1) f'(z) f(x)*
a+1l __ pr a
= -Df(a)"! = f(@)f(x)
D a+1 Y a
(5@ = For)
Tasté saadaan integroimissaanto
1
sisafunktion derivaatta
yhdistetty funktio
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Esimerkkeja

1
1. /3(3x —1)%dx = 6(31‘ -1l +c

1 1
2. /(53: —3)4de = i 5 (52 — 3)da = 5 g(5x -3 +c
3
3. d
/ (e — 12"
4 / L4
: x
V2z +1
5. /:U(Q + 2%)?dx
6. /(2 + 2%)?dx
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Potenssifunktio y = x~ !
1
/—dm = /xldx =lnlz|+¢ (z#0)?
x
. _ 4 1
Esimerkki. —dr=4 | =de=4In|z|+ ¢
x x
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#Voimassa véleilla, joihin z = 0 ei kuulu. Katso tarkemmin MT10 s. 11-12
Potenssifunktio y = f(z)™!
f'(x)
Din|f(x)| =
F@)l =5
Tasta saadaan integroimissaanto
F@ g, [Ty Lz =1 0)?
v= [ f'(z) f2)" de =In|f(z)| +c, (f(z) #0)
—
sisafunktion derivaatta
yhdistetty funktio
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#Voimassa valeill4, joihin funktion f(x) nollakohdat eivét kuulu.




Esimerkkeja

i _[1 55 1 2 1 2 2
1. /wQde_ oy ke sInfe® +1[+e=sm@*+ 1)+, 27 +1>0
) /w2+x—3d 1/(m2+x 3)d 1/( 1 3)d
_—ar = — —_ _— — €r = — €T _ x€r =
2x 2 r x x 2 T
1 1
Zm2+§x—§ln\xl+c (x #0)
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Eksponenttifunktio
/e“’dm =e+ec
eZB
1. | ——dx
/\/e$+2
xT
2. / ¢ dx
3e? +1
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Eksponenttifunktio
fl@) — ¢ f(@)
De fi(z)e
/f'(x)ef(x)dx =ef@ 4 ¢
1. /e:”dx
X —T
2 /idw
61‘
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* Eksponenttifunktio
/axdm = / (eln“ydx
_ /exlnadx
1
=2 In ae® ™ dz
na
_ liea:lna_{_c
na
1 x
= 2% +c¢, (a>0,a#1)
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Trigonometriset funktiot

fsinxda: = —cosx +c

[ coszdr = sinz + ¢

Esimerkki. Olkoon f”(x) = cosz, f(0) =1, f(§) = 2. Méaarita funktio f.
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Trigonometriset funktiot
Dsin f(x) = f'(z) cos f(x)
Dcos f(x) = —f'(x) sin f(x)
[ f(z)cos f(x)dr = sin f(x) + ¢
J f(z)sin f(x)dz = —cos f(z) + ¢
1. /cos (33:—1— )dx
2. / cos? x sin zdx
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Integroimismenetelmia 19/22
Paloittain maaritelty funktio
1. Jatkuvalla funktiolla on integraalifunktio.
2. Integraalifunktio on derivoituva ja siten myds aina jatkuva.
Esimerkki. Maarita funktion f(x) = |x — 2| se integraalifunktio I, jolle on voimassa F'(3) = 1.
f on itseisarvofunktiona jatkuva ja siten integraalif. on olemassa.
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Osittaisintegrointi

D (f(z)g(x)) = f'(x)g(x) + f(z)g' ()
f@)g(z) = [ f(2)g(@)dx + [ f(x)g'(x)dx

/ f(@)g(@)de = f(z)g(z) - / f(@)g (@) dz

Esimerkki 1.

/daz =x(—cosz) — / 1(—cosx)dx = —xcosx +sinx + ¢

g(x) ==z f(x) =sinz
J(x)=1 f(z) = —cosz
21122
Osittaisintegrointiesimerkkeja
1. /Qxe_gﬁdm
2. /ln xdx
22122
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