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Osa |: Porrassumma ja pinta-ala 2123

EsimerkKi

PR NSRS SRS SRS S S5

1 2 3 4
Porrassummat (jakovalien lukuméaéra on n)

n Sn
4 5,384
8 5,352
16 5,340
| |
oo | Pinta-ala
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Porrassumma yli valin  [a, 0]
y=[f(z)
=T
I
- |
| I
If (21 :f(wz
: | f(zp—l) f<1n)
| | | |
CLW To Tn—1 Tn b T
Az
e Funktio f on maaritelty valilla [a, b].
—a
o Vili jaetaan n:44n yhta pitkaan osaan, jolloin Az = :
)
e IT1,x9, + ,Tn—1, Ly Ovat vastaavien jakovalien pisteita.
e Porrassumma on
Sn = f(21)Az + f(22)Az + ...+ f(zn-1)Az + f(zn) Az
n
= > flzi)Az
i=1
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Pinta-ala
Olkoon funktio f on jatkuva ja epanegatiivinen valilla [a, b].

y = f(x)

Silloin kuvassa olevan pinnan ala on porrassummien raja-arvo, kun jakovalien lukuméara n lahestyy aaretonta,
ts.
n
A=limp_oo Y, flx;)Aw.
i=1
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Osa Il: Maaréatty integraali 6/23

Maaritelma
b

Madritelmd 1. Olkoon funktio f jatkuva valilla [a, b]. Funktion f maaratty integraali/ f(z)davalila [a, b] on

. B Y H T TaTY I weoae P e a
porrassumman raja-arvo, kun jakovalien lukumaara lahestyy déretonta.

b

Mit& voidaan paatella integraalista / f(x)dx seuraavissa tapauksissa?
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integraali.wav
Media File (audio/wav)


Kertymafunktio

Olkoon f jatkuva. Funktio

x
Ky(x) = /f(t)dt, miss& a on vakio ja x > a,
a

a
on kertyméfunktio kohdassa a. Liséksi K, (a) = [ f(t)dt =0
a
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Kertymafunktion derivaatta
Lause 1.

x
Kia) =D [ f(tyit = ()
a

Todistus. Katso oppikirjasta MT10 s.59-60. O
Kertymafunktio K, () on siis eras funktion f(x) integraalifunktio.
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Maaratyn integraalin ja integraalifunktion yhteys
Lause 2. 2 Olkoon F'(x) jokin valilla [a, b] maaritellyn jatkuvan funktion f(z) integraalifunktio. Silloin on

b
[ H@yds = ) - Fla)
a
Todistus. K,(x) = F(x) + ¢
Koska K, (a) = 0,niin F'(a) + ¢ = 0,joten —F'(a) = c.
b
K,(b) = F(b) + ¢, joten [ f(z)dx = Kq(b) = F(b) — F(a). O
a
b b
Merkinta: [ f(z)dz = / F(z) = F(b) — F(a)
@ a
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a " . - . - " .
Lauseet 1 ja 2 muodostavat analyysin peruslauseen. Siita saa lisatietoa esimerkiksi Solmu-lehden artikkelista.




sijoitus.wav
Media File (audio/wav)

http://solmu.math.helsinki.fi/1999/3/kinnunen/

Maaratyn integraalin ominaisuuksia

(=

1. [ef(x)dx = cff )dz (vakion siirtosaants)

2. afb(f(x) 4 g(2)) do = aff(a:)d:n T afbg(x)dx

3 f F(z)dz =0

. afbf(x)dx . —Zf(a:)da:

5. fb F(2)dz f f(z)dz + fb F(x)dz (paloittain integroint)
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Maaratyn integraalin ominaisuuksia
6. Jos f on parillinen, ts. f(—z) = f(x),
-2 \\ﬁ’/—l JF \¢/ 2T
Kuva 1: Funktio y = cosx on esimerkki parillisesta funktiosta
a a
nin [ f(z)dz =2 [ f(z)dz.
—a 0
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Maératyn integraalin ominaisuuksia
7. Jos f on pariton, ts. f(—x) = —f(z),
S JV\ /
~ o \IKL \/2‘71'
Kuva 2: Funktio y = sinx on esimerkki parittomasta funktiosta
a
nin [ f(z)dz =
—a
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Maaratyn integraalin ominaisuuksia

8. Osittaisintegrointi

b b b
[ @)= [ s@gta) - [ 1) @)do
1
Esimerkki. / ze®dx
0
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Osa llI: Pinta-aloja 15/23
Kéayrén ja x-akselin vélinen ala
y=f(z) =20
a b
a b
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Kahden kayran vélinen ala

17 /23
Kéayran ja y-akselin vélinen ala
T =f(y)
b
A= [ 1wy
a
b
A= [ 1wy
a
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Esimerkki
Laske kayran y = x3, y-akselin ja suoran y = 2 rajoittaman pinnan ala.
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Osa IV: Tilavuuksia 20/ 23

Pyorahdysakselina x-akseli

Funktio f on jatkuva vélilla [a, b]. Alue py6rahtaa x-akselin ympari.

T~ (@)

Tilavuuden likiarvo on suorien ympyréapohjaisten lierididen tilavuuksien summa. Likiarvo paranee lisdamalla
lierididen maaraa. f(x)

dx

Kun Ax — 0, saadaan "aarettéman pieni” pituusalkio dx ja tata vastaava "aarettdman pieni” tilavuusalkio
dV = mf(x)%dx. Laskemalla yhteen "aarettoman monta aarettéman pienta” tilavuusalkiota valilta [a, b]
saadaan pyorahdyskappaleen tilavuus

V=[lav =n [) f(z)2de

21/23




Pyorahdysakselina suora y = h

Funktio f on jatkuva valilla [a, b]. Alue pydranhtaa suoran y = h ympari.

v = f(x)

22123

Esimerkki. K&yrany = /z ja suorien y = 2 ja x = 0 rajaama alue pyéréhtéaa y-akselin ympéri. Laske tilavuus.

2
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