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Diofantoksen yhtalé — teoriaa
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Lause 1

Diofantoksen yhtalé on muotoa ax + by = ¢, missda a,b,c € Zjax,y € Z.
Lause 1. Olkoon syt(a,b) = 1 ja olkoon Diofantoksen yhtalén erés ratkaisu g, yo. Silloin yhtalon yleinen
ratkaisu on

r=z0+th, y=yog—ta, tEZ

Todistus.
1) Osoitetaan, ettd z = xg + tb, Yy = yo — ta on ratkaisu.

2) Osoitetaan, etta kaikki ratkaisut ovat muotoa x = xo +tb, y = yo — ta.
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Lause 2
Lause 2. Diofantoksen yhtalolla ax + by = c on ratkaisu, joss d = syt (a, b) on vakion c tekija.
Todistus.
—
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Diofantoksen yhtalo — kaytanto
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Diofantoksen yhtalon ratkaiseminen

Diofantoksen yhtalé on muotoa ax + by = ¢, missa kertoimet a, b, ¢ € 7Z ja ratkaisuiksi kelpuutetaan vain
kokonaisluvut.

1. Etsid = syt(a,b).

2a. Jos d | ¢,niin jaa yhtélo ax + by = ¢ puolittain d:ll4, jolloin saadaan yhtalé mx + ny = p.

3a. Etsi yhtélon ma + ny = 1 yksittaisratkaisu © = xg, ¥y = Yo.

4a. Muodosta yhtaldn mx + ny = p yksittdisratkaisu x = p - g, y = p - Yo.

5a. Muodosta alkuperaisen yhtéalon ax +by = cyleinen ratkaisu x = p-xg+n-t,y = p-yo—m-t.

2b. Jos d { ¢,niin yhtalolla ax 4+ by = c ei ole kokonaislukuratkaisuja.
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Esimerkki 1
Ratkaise Diofantoksen yhtalo 36x + 28y = 8.
Syt(36,28)=4. Koska 4 on luvun 8 tekija, niin yhtalélla on ratkaisuja.
Jaetaan yhtalo puolittain luvulla 4, jolloin saadaan 9z + 7y = 2.
Etsitaan yhtalolle 9o 4 7y = 1 yksittéisratkaisu Eukleideen algoritmilla:
a | b | Jakoyhtdlo
9 (7| 9=1.7+2
712 7=32+1
21| 2=21+0
1]0
Taten on syt(9,7)=1.
Syt(a,b) voidaan myos esittad muodossa xa + yb, missa z,y € Z.
syt(9, 7)=1 = 7-3-2= -3-(9-1:7)+1-7= 4-7-3-9
Taten yhtalon 9z + Ty = 1 yksittaisratkaisu on z = —3, y = 4.
7111
Esimerkki 1
Yhtélon 9z + 7y = 2 yksittaisratkaisu on siis z = —6, y = 8
Alkuperaisen yhtalon 36z + 28y = 8 yleinen ratkaisu on
r=—-6+7,y=8-9tteZ)|
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Esimerkki 2
Kauppias myy nestemaista ihmerohtoa. Hanella on kaytdssaan vain 25 ml ja 36 ml mitta-astiat.
1. Voiko kauppias mitata minka tilavuuden tahansa?
2. Kauppias myy 30 ml ihmerohtoa? Miten mittaus tapahtuu?
Olkoon tilavuus c. Mittaus onnistuu, jos Diofantoksen yhtalolla 36z + 25y = c on ratkaisu.Koska
syt(36,25) = 1, niin ratkaisu on olemassa kaikilla ¢:n arvoilla.
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Esimerkki 2

Ratkaistaan Diofantoksen yhtalé 36x + 25y = 30.
Etsitaan yhtélolle 36z 4 25y = 1 yksittéisratkaisu Eukleideen algoritmilla:
a | b Jakoyhtdlo
36 | 25 | 36=1-25+11
25 | 11 | 25=2-11+3
11 | 3 11=3-3+2
3 2 3=1-2+1
2 1 2=2-1+0
1 0
Taten on syt(36,25)=1.
Syt(a,b) voidaan myds esittda muodossa xa + yb, missa x,y € Z.
syt(36, 25)=1 = 3-1-2= -1-(11-3-3)+1-3= 4-3-1-11
=4.(25-2-11)-1-11= -9-11+4-25
= -9-(36-1-25)+4-25= 13-25-9-36
Taten yhtalén 36x + 25y = 1 yksittdisratkaisu on z = —9, y = 13.
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Esimerkki 2

Yhtalon 36z + 25y = 30 yksittéisratkaisu on siis x = 30 - (—9), y = 30 - 13 elix = —270, y = 390.
Yleinen ratkaisu on x = —270 4+ 25¢, y = 390 — 36¢.

Valitsemalla t = 11 saadaan = = 5 ja y = —6, joten kauppias mittaa ensin 5 isoa mittaa ja ottaa sitten pois 6
pientd mittaa.
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