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Kongruenssi

Maaritelma. Olkoon a, b, m € Z jam > 1. Luku a on kongruentti
luvun b kanssa modulo m, jos m jakaa (a — b):n. Toisin sanoen

a

b

(mod m) < m | (a —0b)|.
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Maaritelma. Olkoon a, b, m € Z jam > 1. Luku a on kongruentti
luvun b kanssa modulo m, jos m jakaa (a — b):n. Toisin sanoen

a=b (modm)<m]|(a—0)|

Maaritelman perusteellaona = b (mod m) < a = b+ gm.
Esimerkkeja.
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35 =11 (mod 24), koska 24 | (35 — 11).
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® Kongruenssi Maéritelm&. Olkoon a, b, m € Zjam > 1. Luku a on kongruentti
® Kongruenssi ja
jakojannos luvun b kanssa modulo m, jos m jakaa (a — b):n. Toisin sanoen
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e 35 =11 (mod 24), koska 24 | (35 — 11).

98 £ 4 (mod 24), koska 24 1 (98 — 4).
= —15 (mod 7), koska 7 | (6 — (—15))
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Kongruenssi

Maaritelma. Olkoon a, b, m € Z jam > 1. Luku a on kongruentti
luvun b kanssa modulo m, jos m jakaa (a — b):n. Toisin sanoen

a=b (modm)<m]|(a—0)|

Maaritelman perusteellaona = b (mod m) < a = b+ gm.

Esimerkkeja.

35 =11 (mod 24), koska 24 | (35 — 11).
98 £ 4 (mod 24), koska 24 1 (98 — 4).
6 = —15 (mod 7), koska 7 | (6 — (—15))

3=z (mod7) <&
~
=
=

7| (43 — x)

43—x=k-T7(keZ)

rx=43 — k-7
r=...,50,43,36,...,8,1,—6,—13, ...

Siis kaikki ne luvut, joiden jakojaannos 7:11a jaettaessa on sama kuin

luvun 43 jakojaannds eli 1.
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Kongruenssi ja jakojaannos

b

. L : a
Lause. a = b (mod m), jos ja vain jos jakolaskuilla — ja — on

sama jakojaannos.

Todistus.
,j’

m m
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Kongruenssin ominaisuuksia

Refleksiivisyys: a = a (mod m)
Symmetrisyys: Josa = b (mod m), niinb = a (mod m)
b (mod m)jab=c (mod m),

Transitiivisuus: Jos a
niin a

Transitiivisuuden todistus.

¢ (mod m)
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Refleksiivisyys: a = a (mod m)

Symmetrisyys: Josa = b (mod m), niinb = a (mod m)

Transitiivisuus:  Josa = b (mod m)jab = ¢ (mod m),
niina = ¢ (mod m)

Transitiivisuuden todistus.
Koskam | (a —b) jam | (b—c), nina—b=pmijab—c=qm.
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Transitiivisuuden todistus.

¢ (mod m)

Koskam | (a —b) jam | (b—c), nina—b=pmijab—c=qm.
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Hannu Lehto 25. tammikuuta 2008

Lahden Lyseon lukio —4 /10



e Kongruenssi

e Kongruenssi ja
jakojaannos

e Kongruenssin
ominaisuuksia

e Kongruenssin
laskusaannot

® Esimerkkeja
® Lineaarinen
kongruenssi —
ratkaisutapa 1
® Lineaarinen
kongruenssi —
ratkaisutapa 2

Kongruenssin ominaisuuksia

Refleksiivisyys: a = a (mod m)

Symmetrisyys: Josa = b (mod m), niinb = a (mod m)

Transitiivisuus: Jos a
niina = ¢ (mod m)

Transitiivisuuden todistus.

b (mod m)jab=c (mod m),

Koskam | (a —b) jam | (b—c), nina—b=pmijab—c=qm.

Nytona —c=pm+b+gm — b =
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Olkoon a = b (mod m)jac=d (mod m)jak € Z. Silloin

1.a+c=b+d (mod m)
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1.a+c=b+d (mod m)
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Olkoon a = b (mod m)jac=d (mod m)jak € Z. Silloin

1.
2. a—c=b—d (mod m)
£}

4. a4+ k=b+ k (mod m)

a+c=b+d (mod m)

ac = bd (mod m)
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Olkoon a = b (mod m)jac=d (mod m)jak € Z. Silloin

1.

SIS

a+c=b+d (mod m)
a—c=b—d (mod m)
ac = bd (mod m)
a+k=b+k (mod m)
ka = kb (mod m)
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Olkoon a = b (mod m)jac=d (mod m)jak € Z. Silloin
a+c=b+d (mod m)
a—c=b—d (mod m)

1.

SIS

ac = bd (mod m)

a+k=b+k (mod m)

ka = kb (mod m)

a” =b" (mod m),

(n € N)
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Kongruenssin laskusaannot

Olkoon a = b (mod m)jac=d (mod m)jak € Z. Silloin
a+c=b+d (mod m)
a—c=b—d (mod m)

1.

IO CIEC E

ac = bd (mod m)

a+k=b+k (mod m)

ka = kb (mod m)

a” =b" (mod m),

(n € N)

p(a) = p(b) (mod m) kaikilla kokonaiskertoimisilla

polynomeilla p
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® Esimerkkeja
® Lineaarinen
kongruenssi —
ratkaisutapa 1
® Lineaarinen
kongruenssi —
ratkaisutapa 2

Kongruenssin laskusaannot

Olkoon a = b (mod m)jac=d (mod m)jak € Z. Silloin
1.a+c=b+d (mod m)

a—c=b—d (mod m)

ac = bd (mod m)

a+k=b+k (mod m)

ka = kb (mod m)

a” =b" (mod m), (né€N)

p(a) = p(b) (mod m) kaikilla kokonaiskertoimisilla

polynomeilla p

Kohtien 1, 2 ja 3 perusteella kongruensseja voidaan laskea yhteen,

vahentaa ja kertoa puolittain. Kohtien 4 ja 5 mukaan kongruenssiin

voidaan lisata puolittain mielivaltainen luku ja kongruenssi voidaan

kertoa milla tahansa luvulla. Lisaksi kohdan 6 mukaan kongruenssi

voidaan korottaa puolittain potenssiin.

IO CIEC E
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Kongruenssin laskusaannot

e Kongruenssi

e Kongruenssi ja
jakojaannos

e Kongruenssin

ominaisuuksia ka/
e Kongruenssin
laskusaannot

Jos syt(k, m) = 1, niin

kb (mod m) < a=b (modm)

® Esimerkkeja
® Lineaarinen
kongruenssi —
ratkaisutapa 1
® Lineaarinen
kongruenssi —
ratkaisutapa 2

Hannu Lehto 25. tammikuuta 2008 Lahden Lyseon lukio —6 /10



e Kongruenssi
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laskusaannot

® Esimerkkeja
® Lineaarinen
kongruenssi —
ratkaisutapa 1
® Lineaarinen
kongruenssi —
ratkaisutapa 2

Esimerkkeja

1. Mika on pienin luonnollinen luku, jonka kanssa 32! on
kongruentti modulo 47 Toisin sanoen mika on jakolaskun

321 . 4 jakojaannos?
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1. Mika on pienin luonnollinen luku, jonka kanssa 32! on
kongruentti modulo 47 Toisin sanoen mika on jakolaskun
321 . 4 jakojaannos?

3 = —1 (mod4)
3L = (=1)?' (mod 4)
32l = —1 (mod 4)
32l = 3 (mod 4)

Taten jakojaannos on 3.
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2. Osoita, etta 7" — 4" on jaollinen luvulla 3, kun n € Z_ . Toisin
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Esimerkkeja

2. Osoita, etta 7" — 4" on jaollinen luvulla 3, kun n € Z_ . Toisin
sanoen, osoita, etta jakolaskun (7" — 4™) : 3 jakojaannds on

nolla.
7 = 1 (mod 3)
™ = 1" (mod 3)
™ = 1 (mod 3)
4 = 1 (mod 3)
4" = 1" (mod 3)
4" = 1 (mod 3)
Taten 7" — 4" =
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Esimerkkeja

2. Osoita, etta 7" — 4" on jaollinen luvulla 3, kun n € Z_ . Toisin
sanoen, osoita, etta jakolaskun (7" — 4™) : 3 jakojaannds on

nolla.
7 = 1 (mod 3)
™ = 1" (mod 3)
™ = 1 (mod 3)
4 = 1 (mod 3)
4" = 1™ (mod 3)
4" = 1 (mod 3)

Taten 7" — 4" =1—1=0 (mod 3), joten 7" — 4™ on
jaollinen luvulla 3.

Hannu Lehto 25. tammikuuta 2008 Lahden Lyseon lukio —8 /10



e Kongruenssi

e Kongruenssi ja
jakojaannos

e Kongruenssin
ominaisuuksia

e Kongruenssin
laskusaannot

® Esimerkkeja
® Lineaarinen
kongruenssi —
ratkaisutapa 1
® Lineaarinen
kongruenssi —
ratkaisutapa 2
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Lineaarinen kongruenssi on muotoa ax = b (mod m). Sen
ratkaisu voidaan palauttaa Diofantoksen yhtalon ratkaisemiseksi.

ar =b

(mod m)

<~
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Lineaarinen kongruenssi on muotoa ax = b (mod m). Sen
ratkaisu voidaan palauttaa Diofantoksen yhtalon ratkaisemiseksi.

ar=b (modm) < m|(ax—Db)
&S ar—b=my
& axr —my = b.
Tekemalla muuttujan vainto y = —y, saadaan

ar =b (mod m) < ax+my=>
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ar=b (modm) < m|(ax—Db)
&S ar—b=my
& axr —my = b.
Tekemalla muuttujan vainto y = —y, saadaan

ar =b (mod m) < ax+my=>

Taten kongruenssilla az = b (mod m) on ratkaisu, joss
syt(a,m) | b.

Esimerkki. Ratkaise 9z = 2 (mod 7).
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ratkaisu voidaan palauttaa Diofantoksen yhtalon ratkaisemiseksi.

ar=b (modm) < m|(ax—Db)
&S ar—b=my
& axr —my = b.
Tekemalla muuttujan vainto y = —y, saadaan

ar =b (mod m) < ax+my=>

Taten kongruenssilla az = b (mod m) on ratkaisu, joss
syt(a,m) | b.

Esimerkki. Ratkaise 9z = 2 (mod 7).
On siis ratkaistava yhtaloé 9z + 7y = 2.
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ar=b (modm) < m|(ax—Db)
&S ar—b=my
& axr —my = b.
Tekemalla muuttujan vainto y = —y, saadaan

ar =b (mod m) < ax+my=>

Taten kongruenssilla az = b (mod m) on ratkaisu, joss
syt(a,m) | b.

Esimerkki. Ratkaise 9z = 2 (mod 7).
On siis ratkaistava yhtald 9o 4+ 7y = 2. Ratkaisut ovat
r=—-6+TtteZ?

LYhtald on ratkaistu aikaisemmin.
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Lineaarinen kongruenssi — ratkaisutapa 2

Jos lineaarisessa kongruenssissa ax = b (mod m) moduli 772 on
pieni, voidaan kokeilemalla etsia yksittaisratkaisut ja niiden avulla

Kirjoittaa yleinen ratkaisu.

Esimerkki. Ratkaise 9z = 2 (mod 7).
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Lineaarinen kongruenssi — ratkaisutapa 2

Jos lineaarisessa kongruenssissa ax = b (mod m) moduli 772 on

pieni, voidaan kokeilemalla etsia yksittaisratkaisut ja niiden avulla
Kirjoittaa yleinen ratkaisu.

Esimerkki. Ratkaise 9z = 2 (mod 7).

Yksittaisratkaisuehdokkaat ovat O, 1, 2, 3, 4, 5, 6.
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Lineaarinen kongruenssi — ratkaisutapa 2

Jos lineaarisessa kongruenssissa ax = b (mod m) moduli 772 on
pieni, voidaan kokeilemalla etsia yksittaisratkaisut ja niiden avulla
Kirjoittaa yleinen ratkaisu.

Esimerkki. Ratkaise 9 = 2 (mod 7).

Yksittaisratkaisuehdokkaat ovat 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6.
Kokeilemalla todetaan, ettd 9 - 1 = 2 (mod 7). Muut ehdokkaat
eivat toteuta kongruenssia.
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Jos lineaarisessa kongruenssissa ax = b (mod m) moduli 772 on
pieni, voidaan kokeilemalla etsia yksittaisratkaisut ja niiden avulla
Kirjoittaa yleinen ratkaisu.

Esimerkki. Ratkaise 9 = 2 (mod 7).

Yksittaisratkaisuehdokkaat ovat 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6.

Kokeilemalla todetaan, ettd 9 - 1 = 2 (mod 7). Muut ehdokkaat
eivat toteuta kongruenssia.

Taten ratkaisuonxz =1+ 7t, t € Z.

Jos mikaan ehdokas ei ole ratkaisu, kongruenssilla ei ole ratkaisua.
Jokainen ehdokas on testattaval!
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Esimerkki

Kongruenssin 4x = 2 (mod 6) yksittaisratkaisuehdokkaat ovat 0, 1, 2, 3, 4, 5.
Naistda x = 2 ja x = b toteuttavat kongruenssin, koska 6 | (4 -2 — 2) ja 6 |
(4 - 5 — 2). Muut ehdokkaat eivat toteuta kongruenssia.

Ratkaisu on siis x = 2 + 6t tai x = 5 + 6¢, eli yhdistettyna x = 2 + 3t, t € Z.
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