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Esimerkkeja

® Esimerkkeja 1. Jaa tekijoihin seuraavat polynomit:

e Polynomien jaollisuus 3
@ Kokonaislukujen a) p(.fC) = 2x° — 8:13,
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e Rationaalijuurilause

Hannu Lehto 19. elokuuta 2008 Lahden Lyseon lukio —2 /12



Esimerkkeja

® Esimerkkeja 1. Jaa tekijoihin seuraavat polynomit:
e Polynomien jaollisuus 3

@ Kokonaislukujen a) p(.fC) = 2x° — 8:13,

jakoyhtalo . o 2

@ Polynomien b) p(a}) = 21 + x — 1

jakoyhtald

e Jakolaskualgoritmi
e Rationaalijuurilause

Hannu Lehto 19. elokuuta 2008 Lahden Lyseon lukio —2 /12



Esimerkkeja

® Esimerkkeja 1. Jaa tekijoihin seuraavat polynomit:
e Polynomien jaollisuus 3

@ Kokonaislukujen a) p(.fC) = 2x° — 8:13,

jakoyhtalo

@ Polynomien b) p(a}) = 2:132 + x — 1

jakoyhtalo

o ¢) 3 — 322 -2+ 6

e Jakolaskualgoritmi
e Rationaalijuurilause

Hannu Lehto 19. elokuuta 2008 Lahden Lyseon lukio —2 /12



Esimerkkeja

® Esimerkkeja 1. Jaa tekijoihin seuraavat polynomit:

e Polynomien jaollisuus
o Kokonaislukujen
jakoyhtalo

e Polynomien
jakoyhtalo

e Jakolaskualgoritmi

e Rationaalijuurilause

2. Supista

a) p(x) = 2z° — 8z,
b) p(z) =22° +x — 1
¢) 3 — 322 -2+ 6
972 — 1

3z + 1
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Polynomien jaollisuus

® Esimerkkeja

e Polynomien jaollisuus
o Kokonaislukujen
jakoyhtald

e Polynomien
jakoyhtalo

e Jakolaskualgoritmi

e Rationaalijuurilause

s(z) | p()
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Polynomien jaollisuus

® Esimerkkeja
e Polynomien jaollisuus p(.flf)

j;k}f)zlgct)glzislukujen S(.CC) ‘ p(aj) = S(x) — Q(CC)
e Polynomien
jakoyhtalo

e Jakolaskualgoritmi
e Rationaalijuurilause
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Polynomien jaollisuus

® Esimerkkeja
e 5(@) | p(z) & B — 4(0) & p(z) = s(2)q(2)
jakoyhtalo S (x)

e Polynomien
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Polynomien jaollisuus

® Esimerkkeja
e Polynomien jaollisuus

i s(z) | p(z) < @) q(z) < p(zr) = s(x)q(x)
oot |

e Jakolaskualgoritmi S (Qf) jakaa p(ﬂj) n el
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Polynomien jaollisuus

® Esimerkkeja

e Polynomien jaollisuus p\x

'oKoko.r.u'?l'isIukujen S(CU) ‘ p(.flj) = ( ) = C_I(ZC) <~ p(x) = S(Qf)(](x)
jakoyhtalo | S (ZU )

G

o Jakolaskualgoritmi s(x) jakaa p(x):n eli s(x) on p(x):n tekija.

e Rationaalijuurilause
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Polynomien jaollisuus

® Esimerkkeja

e Polynomien jaollisuus p\x

'oKoko.r.@l'islukujen S(ZC) ‘ p(.flj) = ( ) = Q(Qf) <~ p(x) = S(Qf)g(x)
jakoyhtalo S (,CU)

e Polynomien

jakoyhtalo

o s(x) jakaa p(x):n eli s(x) on p(z):n tekija. g(z) on osamaara.

e Rationaalijuurilause

Tulon aste on tekijéiden asteiden summa, eli

deg(p(z)) = deg(s(x)) + deg(q(z)).
Osamaaran aste on jaettavan ja jakajan asteiden erotus el

deg(q(x)) = deg(p(x)) — deg(s(x)).

Esimerkki 1. Osoita, etta polynomi 2 — 2z 4+ 1on polynomin
1> + x2 — br + Jtekijaeli (2 — 2z + 1) | (z° + 2° — 5z + 3).
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Polynomien jaollisuus

® Esimerkkeja
e 5(@) | p(z) & B — 4(0) & p(z) = s(2)q(2)
jakoyhtalo S (x )

e Polynomien
jakoyhtald

o Jakolaskualgoritmi s(x) jakaa p(x):n eli s(x) on p(z):n tekija. g(z) on osamaara.

e Rationaalijuurilause

Tulon aste on tekijéiden asteiden summa, eli

deg(p(z)) = deg(s(x)) + deg(q(z)).
Osamaaran aste on jaettavan ja jakajan asteiden erotus el

deg(q(x)) = deg(p(x)) — deg(s(x)).

Esimerkki 1. Osoita, etta polynomi 22 — 22 + 1 on polynomin
1> + x2 — br + Jtekijaeli (2 — 2z + 1) | (z° + 2° — 5z + 3).
Esimerkki 2. Osoita, ettd (x — 1) | (z° — x + 4).
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Kokonaislukujen jakoyhtalo

0 B gt Esimerkki. Tarkastellaan kokonaislukujakoa 267:15.

e Polynomien jaollisuus
o Kokonaislukujen
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e Polynomien
jakoyhtalo
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Kokonaislukujen jakoyhtalo

. ES:mefk'feié ; Esimerkki. Tarkastellaan kokonaislukujakoa 267:15.0samaara on
® Polynomien jaollisuus . o oo
17 ja jakojadnnos 12. Jakolaskun tulos voidaan kirjoittaa muotoon

o Kokonaislukujen

jakoyhtald

e Polynomien

jakoyhtalo 267 T i 12

@ Jakolaskualgoritmi _— = _
15 15

e Rationaalijuurilause
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Kokonaislukujen jakoyhtalo

° ES:me”“fei? ; Esimerkki. Tarkastellaan kokonaislukujakoa 267:15.0samaéara on
e Polynomien jaollisuus
17 ja jakojadnnos 12. Jakolaskun tulos voidaan kirjoittaa muotoon

o Kokonaislukujen

jakoyhtald

e Polynomien

jakoyhtald 2 6 7 ]. 2

e Jakolaskualgoritmi - - — ].7 — 267 — ].5 : 17 12
Jakolaskualg 15 —+ 15 -

e Rationaalijuurilause
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Kokonaislukujen jakoyhtalo

:Ez:;“ne;ikizfjaomsuus Esimerkki. Tarkastellaan kokonaislukujakoa 267:15.0samaara on
® Kokonaislukujen 17 ja jakojaannos 12. Jakolaskun tulos voidaan kirjoittaa muotoon
J:ksglr;?:r)nien 267 12

1T+ == 267=15-17+ 12

e Jakolaskualgoritmi

15 15

e Rationaalijuurilause

Yleisesti. Tarkastellaan kokonaislukuja p > 0ja s > 0. Silloin on
olemassa yksikasitteiset kokonaisluvut ¢ ja r siten, etta

p=sq+r, (0<r<s)
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Kokonaislukujen jakoyhtalo

:Ez:;”ne;:]kizfjaomsuus Esimerkki. Tarkastellaan kokonaislukujakoa 267:15.0samaara on
o Kokonaislukujen 17 ja jakojaannds 12. Jakolaskun tulos voidaan kirjoittaa muotoon
J:ksglr;?:r)nien 2 6 7 1 2

JjlIfl(iaykhc;[Izj::;)kuaIgoritmi 1—5 — ].7 ‘l— B = 267 — ].5 ° 17 —|_ 12

e Rationaalijuurilause

Yleisesti. Tarkastellaan kokonaislukuja p > 0ja s > 0. Silloin on
olemassa yksikasitteiset kokonaisluvut ¢ ja r siten, etta

p=sq+r, (0<r<s)

Jaettava on jakaja kertaa osamaara plus jakojaannos.
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Polynomien jakoyhtalo

o Bl Tarkastellaan polynomeja p(z)ja s(x). Silloin p(x) voidaan

e Polynomien jaollisuus
® Kokonaislukujen yksikasitteisesti esittdd muodossa
jakoyhtald
e Polynomien
jakoyhtald

e Jakolaskualgoritmi p(x) — s(gj)q(x) + 7“(37)

e Rationaalijuurilause
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Polynomien jakoyhtalo

o Bl Tarkastellaan polynomeja p(z)ja s(x). Silloin p(x) voidaan

e Polynomien jaollisuus
® Kokonaislukujen yksikasitteisesti esittad muodossa

jakoyhtald
e Polynomien

o Jakolaskualgoritmi p(x) _ S(CIZ)Q(SB) 4 r(a:) N p(ilf; _ Q(CC) 4 :Ei; : (1)

e Rationaalijuurilause

missa deg(r(x)) < deg(s(x)).
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Polynomien jakoyhtalo

o Bl Tarkastellaan polynomeja p(x)ja s(x). Silloin p(x) voidaan

e Polynomien jaollisuus
® Kokonaislukujen yksikasitteisesti esittad muodossa

jakoyhtald
e Polynomien

o Jakolaskualgoritmi p(x) _ s(az)q(x) 4 r(a:) N p(ilf; _ Q(CC) 4 Zgii : (1)

e Rationaalijuurilause
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osamaara ja r(x) jakojaannos.
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Polynomien jakoyhtalo

e wiaws | Tarkastellaan polynomeja p(x)ja s(x). Silloin p(x) voidaan
j;k*;c;';?;zis'uwien yksikasitteisesti esittad muodossa
v () @)
- pla) = s(alala) + rle) & B0 a0+ 50 @
missa deg(r(x)) < deg(s(x)). Polynomi ¢(x) on (vaillinainen)
osamaara ja r(x) jakojaannos.
Erikoistapaus. Jos jakaja s(x) = x — a, niin
p(x) = (x —a)q(z) + 7|, (2)

missa 7 on vakio.
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Polynomien jakoyhtalo

® Esimerkkeja

e Polynomien jaollisuus JakoyhtaIOSta

p(z) = (v —a)g(z) +7

o Kokonaislukujen .

jakoyhtald seurauksia;

e Polynomien p(m) ] L .

jakoyhtalo 1. Jakolaskun jakojdannds on
r — Qa

e Jakolaskualgoritmi
e Rationaalijuurilause

saadaan tarkeita
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® Esimerkkeja

e Polynomien jaollisuus JakoyhtaIOSta

p(x) = (x — a)q(x) + r | saadaan tarkeita

o Kokonaislukujen .

jakoyhtald seurauksia;

e Polynomien p(m) ] L .

jakoyhtald 1. Jakolaskun jakojaannos on p(a).
r — Qa

e Jakolaskualgoritmi
e Rationaalijuurilause
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Polynomien jakoyhtalo

® Esimerkieia Jakoyhtalosta | p(z) = (x — a)q(x) + r | saadaan tarkeita

e Polynomien jaollisuus
o Kokonaislukujen

jakoyhtalo seurauksia;

e Polynomien p(a})
jakoyhtalo 1. Jakolaskun
r — Qa

e Jakolaskualgoritmi
e Rationaalijuurilause p(gj)

2. Tekijadlause. Jakolasku
Tr—a

jakojaannds on p(a).

menee tasan eli (x — a) on

p(x):n tekija joss.
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Polynomien jakoyhtalo

® Esimerkkeja

e Polynomienjaotiswus | Jakoyhtalosta | p(x) = (z — a)q(x) + r | saadaan tarkeita

o Kokonaislukujen

jakoyhtélo seurauksia:
e Polynomien (ZE) ] L .
jakoyhtald 1. Jakolaskun jakojaannos on p(a).
e Jakolaskualgoritmi r—a
e Rationaalijuurilause . (gj) )
2. Tekijalause. Jakolasku menee tasan eli (x — a) on
T —a
p(x):n tekija joss. p(a) = 0 eli x = a on polynomin p(x)

nollakohta.
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Polynomien jakoyhtalo

® Esimerkkeja

e Polynomienjaotiswus | Jakoyhtalosta | p(x) = (z — a)q(x) + r | saadaan tarkeita

o Kokonaislukujen

jakoyhtélo seurauksia:
e Polynomien p((E) ] L .
jakoyhtalo 1. Jakolaskun jakojaannds on p(a).
e Jakolaskualgoritmi r—a
e Rationaalijuurilause . (gj) )
2. Tekijalause. Jakolasku menee tasan eli (x — a) on
T —a
p(x):n tekija joss. p(a) = 0 eli x = a on polynomin p(x)

nollakohta.
3. n. asteen polynomilla on korkeintaan n nollakohtaa.
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Polynomien jakoyhtalo

® Esimerkkeja

e Polynomienjaotiswus | Jakoyhtalosta | p(x) = (z — a)q(x) + r | saadaan tarkeita

o Kokonaislukujen

jakoyhtalo seurauksia;

e Polynomien
jakoyhtalo 1 o

e Jakolaskualgoritmi
e Rationaalijuurilause

2.

p(x)

r — a

jakojaannds on p(a).

p(z)
Tr—a
p(x):n tekija joss. p(a) = 0 eli x = a on polynomin p(x)
nollakohta.
n. asteen polynomilla on korkeintaan n nollakohtaa.
Tekijoihinjakolause. Jos polynomin
p(z) = apx™ + ap_12™ L + -+ a1zt + ag (a, # 0)
nollakohdat ovat 21, x2, - - - , Ty, NiiN
p(x) = an(x —x1)(x — 22) - - (€ — Zn_1) (T — Tn).

Jakolaskun

Tekijalause. Jakolasku menee tasan eli (x — a) on
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Esimerkkeja

® Esimerkkeja c c 3 A

« Polynomien follisus 1. Onko polynomi x + 2 polynomin x° — 2x + 4 tekija?

e — 2. Maarita vakio a siten, etta polynomi 27 + 4x% + ax — 1 on

@ Polynomien jaollinen polynomilla x — 1.

jakoyhtald 372 _|_ 23? _|_ 3
Jakolaskualgoritmi . . o8 90 .00 0

R 3. Tarkastellaan polynomien jakolaskua . Maarita

e Rationaalijuurilause

o 2z + 1
jakojdannos
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Jakolaskualgoritmi

® Esimerkkeja Esimerkki. Laske (3333 — Op -+ 4) : (CIZ — 2)

e Polynomien jaollisuus
o Kokonaislukujen
jakoyhtald

e Polynomien
jakoyhtalo

e Jakolaskualgoritmi

e Rationaalijuurilause
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® Esimerkkeja

e Polynomien jaollisuus
o Kokonaislukujen
jakoyhtald

e Polynomien
jakoyhtalo

e Jakolaskualgoritmi

e Rationaalijuurilause

Jakolaskualgoritmi

Esimerkki. Laske (3z° — 92 +4) : (z — 2).

Vastaus:

3x3 — 9x + 4 10
’ v = 32% + 62+ 3+
T — 2 xr — 2

el
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Jakolaskualgoritmi

e Esimerkkeja Esimerkki. Laske (3333 — Op -+ 4) : (ZC — 2)

e Polynomien jaollisuus
o Kokonaislukujen
jakoyhtald

e Polynomien
jakoyhtald

e Jakolaskualgoritmi VaStaUS:

e Rationaalijuurilause

3x3 — 9x + 4 10
’ v = 32% + 62+ 3 +
T — 2 xr — 2

eli
32° — 9z +4 = (x —2)(3z% + 62+ 3) + 10
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Sovelluksia: raja-arvo

® Esimerkkeja 333 _|_ 4332 _|_ 33;- _ 2

e Polynomien jaollisuus 1 l
MMy 9

o Kokonaislukujen
jakoyhtald 333 + 6

e Polynomien
jakoyhtald

e Jakolaskualgoritmi
e Rationaalijuurilause
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Sovelluksia: raja-arvo

e Esimerkkeja 3 9

e Polynomien jaollisuus 1 Z’Lm L —I_ 433 —I_ 333 2

e Kokonaislukujen ’ r——2 333 + 6

jakoyhtald = 2

e Polynomien _ _ _ ) 21° + Tx + a
jakoyhtald 2. Maarita vakio a siten, etta funktiolla f(z) =

e Jakolaskualgoritmi x + 1

e Rationaalijuurilause on raja-arvo kohdassa x = —1. Laske tama raja-arvo.
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Sovelluksia: rationaalifunktion integraali

® Esimerkkeja 2[1}

e Polynomien jaollisuus — dx
® Kokonaislukujen T + 1
jakoyhtalo

e Polynomien

jakoyhtalo

e Jakolaskualgoritmi
e Rationaalijuurilause
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® Esimerkkeja

e Polynomien jaollisuus
o Kokonaislukujen
jakoyhtald

e Polynomien
jakoyhtalo

e Jakolaskualgoritmi

e Rationaalijuurilause

Sovelluksia: rationaalifunktion integraali

2
/ * dx
xr+1

Suoritetaan jakolasku jakokulmassa:
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e Rationaalijuurilause

Sovelluksia: rationaalifunktion integraali

2
/ * dx
xr+1

Suoritetaan jakolasku jakokulmassa:

r+1 | 2z
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® Esimerkkeja

e Polynomien jaollisuus
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Sovelluksia: rationaalifunktion integraali

® Esimerkkeja
e Polynomien jaollisuus 23: dﬂf
o Kokonaislukujen T _I_ 1
jakoyhtald
Pol [ c . .
o Suoritetaan jakolasku jakokulmassa:
e Jakolaskualgoritmi
e Rationaalijuurilause 2
r+1 | 2z
F2x F 2

—

Taten osamaara on 2 ja jakojaannos -2.
2 —2
/ ’ dr = / 2+ dx
x+ 1 z+1

=2r —2In|z+ 1| +c¢
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e Polynomien
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e Rationaalijuurilause

Rationaalijuurilause

Lause. Jos kokonaislukukertoimisella yhtalolla

p(z) = apx" + ap_12" 1+ -+ ajxt +ag =0 (a, #0)on
r

rationaalilukuratkaisu x* = — (supistetussa muodossa), niin 7 on
S

ap:n tekija ja s on a,,:n tekija.

Lausetta voidaan kayttaa hyodyksi jaettaessa polynomeja tekijoihin
ja ratkaistaessa korkeamman asteen yhtaloita.

Hannu Lehto 19. elokuuta 2008 Lahden Lyseon lukio — 11 /12



Rationaalijuurilause

Todistus. Olkoon I supistetussa muodossa oleva rationaaliratkaisu.
S

"\ " ryn—1 r
an(—> +an_1<—) +---+a1;+a0:0 |- s

S S
anr™ + ap 1" s+ -+ agrs™ + ags™ = 0 (3)
™ + ap 1" s+ -+ agrs” T = —ags”

Koska r on vasemman puolen tekija ja r:lla ja s:lla ei ole yhteisia tekijoita, niin
r | ag.
Yhtalé 3 voidaan kirjoittaa muotoon

17" s+ +ars" 4+ ags” = —a,r"
Koska s on vasemman puolen tekija ja r:lla ja s:lla ei ole yhteisia tekijoita, niin

S | ap.
]
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Esimerkkeja

® Esimerkkeja

® Polynomien jaollisuus 1. Jaa polynomi p(z) = 2 + 32 — 4 tekijdihin.Maarita myos

o Kokonaislukujen

jakoyhtals polynomin nollakohdat.

e Polynomien
jakoyhtald

< QLG 2. Ratkaise yhtalo 223 4+ 322 — 10x +4 = 0

e Rationaalijuurilause
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