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Esimerkkeja

1. Jaa tekijoihin seuraavat polynomit:
a) p(x) = 223 — 8z,
b) p(z) =222+ 2 —1
c) 22 — 322 — 22 +6

2. Supista 92" — 1
. Supi
P 3z +1
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Polynomien jaollisuus
p(x
s(o) [ ) 2 = o) < pla) = staa(o)
s(z) jakaa p(z):n eli s(x) on p(z):n tekija. ¢(x) on osamaara.
Tulon aste on tekijoiden asteiden summa, eli deg(p(x)) = deg(s(z)) + deg(q(z)).
Osamadaran aste on jaettavan ja jakajan asteiden erotus eli deg(q(z)) = deg(p(z)) — deg(s(z)).
Esimerkki 1. Osoita, etta polynomi 22 — 2 + 1 on polynomin z® + 2% — 5z + 3 tekija eli
(22 — 22+ 1) | (23 + 22 — 52 + 3).
Esimerkki 2. Osoita, etta (v — 1) { (22 — x + 4).
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Kokonaislukujen jakoyhtal®

Esimerkki. Tarkastellaan kokonaislukujakoa 267:15.0samdaaré on 17 ja jakojaannés 12. Jakolaskun tulos

voidaan kirjoittaa muotoon
267 12
— =1T4+—=267=15-17+12
15 * 15 *
Yleisesti. Tarkastellaan kokonaislukuja p > 0 ja s > 0. Silloin on olemassa yksikasitteiset kokonaisluvut ¢ ja r

siten, etta

p=sq+r, 0<r<s)

Jaettava on jakaja kertaa osamaara plus jakojdannés.
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Polynomien jakoyhtalo

Tarkastellaan polynomeja p(z)ja s(x). Silloin p(x) voidaan yksikéasitteisesti esittda muodossa

~—

plz) = s(2)q(a) +r(z) & 1% - o)+ 5| ®

~—

missé deg(r(z)) < deg(s(x)). Polynomi ¢(x) on (vaillinainen) osamaaré ja r(z) jakojaannds.

Erikoistapaus. Jos jakaja s(x) = = — a, niin

p(x) = (x —a)q(z) +r|, @

missa r on vakio.
5/12

Polynomien jakoyhtald

Jakoyhtalosta | p(x) = (z — a)q(x) + r | saadaan tarkeita seurauksia:

p(@)

1. Jakolaskun jakojaannos on p(a).

p(z) : o o
2. Tekijalause. Jakolasku ——— menee tasan eli (z — a) on p(z):n tekija joss. p(a) = O eliz = a on
r—a
polynomin p(z) nollakohta.
3. n. asteen polynomilla on korkeintaan n nollakohtaa.

4. Tekijoihinjakolause. Jos polynomin p(z) = apz™ + a, 12" + -+ + a1z + ag (a, # 0) nollakohdat

ovat T1, X, , Ty, NN p(x) = ap(z — x1)(z — x2) - (. — Tpe1) (T — T4).
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Esimerkkeja
1. Onko polynomi z + 2 polynomin z3 — 2z + 4 tekija?
2. Maarita vakio a siten, etta polynomi 27 + 4z* + ax — 1 on jaollinen polynomilla = — 1.
2
o "2 +3
3. Tarkastellaan polynomien jakolaskua Tor a1 Maarita jakojaannos
x
7112
Jakolaskualgoritmi
Esimerkki. Laske (32% — 9z 44) : (z — 2).
Vastaus:
323 — 9z +4 10
S dr e =322 +62+3+ ——
r—2 r—2
eli
323 — 9z 4+ 4 = (z — 2)(322 + 62 + 3) + 10
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Sovelluksia: raja-arvo

a3+ 422 + 3x — 2

1. limg—_
Ma==27"30 16
n e 20° + T’ +a -
2. Maarita vakio a siten, etté funktiolla f(x) = T ar1 on raja-arvo kohdassa v = —1. Laske tama
z
raja-arvo.
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Sovelluksia: rationaalifunktion integraali
2
/ v dx
r+1
Suoritetaan jakolasku jakokulmassa:
x+1 | 2z
2
r+1 | 2z
+2x 4 2
2
x+1 | 2z
F2x F 2
2
x+1 | 2z
F2x F2
-2
Taten osamaara on 2 ja jakojaannos -2.
2 -2
/ * dx = / 2+ dx
z+1 r+1
=2z —2lnlz+1|+¢
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Rationaalijuurilause

Lause. Jos kokonaislukukertoimisella yhtalolla p(z) = a, 2" + ap_ 12" 1 + - +a12t + a0 =0 (a, #0)
on rationaalilukuratkaisu x = — (supistetussa muodossa), niin 7 on ag:n tekijd ja s on a,:n tekija.
]

Lausetta voidaan kayttdd hyddyksi jaettaessa polynomeja tekijoihin ja ratkaistaessa korkeamman asteen
yhtaloita.
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Rationaalijuurilause

Todistus. Olkoon g supistetussa muodossa oleva rationaaliratkaisu.
r\" ryn—1 r n
an<g> +an_1<g> +"'+a1g+a020 "S

At + ap17" s+ o+ ars™ + aps” =0 )
ant™ 4 ap_ 17" s 4 4 ars" T = —aps”

Koska r on vasemman puolen tekija ja 7114 ja s:1l4 ei ole yhteisia tekijoita, niin | a.
Yhtéld 3 voidaan kirjoittaa muotoon

U1 s+ ars™ T+ ags” = —anr”

Koska s on vasemman puolen tekija ja r:lla ja s:lla ei ole yhteisia tekijoitd, niin s | a,,.
|

note 1 of slide 11

Esimerkkeja

1. Jaa polynomi p(z) = 3+ 322 —4 tekijoihin.Maaritd myos polynomin nollakohdat.
2. Ratkaise yhtalo 223 + 322 — 102 +4 =0
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