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Haarukointi

° Haaruk<-)inti ) JOS funktio f(.flj)

e Newtonin menetelma

o Kiintopiste 1. on jatkuva valilla [a, b] ja

| repsemenaene 2. f(a)ja f(b) ovat erimerkkiset, niin

Kiintopistemenetelméan
suppeneminen
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Haarukointi

oHaarukc-)inti ) JOS funktio f(CU)
e Newtonin menetelmé
o Kiintopiste 1. on jatkuva valilla [a, b] ja

Kiintopist telma - : ' i
SRR 2. f(a)ja f(b) ovat erimerkkiset, niin
Kiintopist telma 5 c 5 .
st funktiolla f on valilla |a, b[ ainakin yksi nollakohta.

Jos liséksi funktio f on aidosti monotoninen valilla |a, b], niin
nollakohtia on tasan yksi.
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Haarukointiesimerkki

Sreawomt Osoita, etta yhtalolla 22 + 222 + 22 = 1 on tasmalleen yksi
e Kiintopiste ratkaisu. Etsi ratkaisun likiarvo yhden desimaalin tarkkuudella.

o Kiintopistemenetelma
°
Kiintopistemenetelméan
suppeneminen
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Haarukointiesimerkki

Sreawomt Osoita, etta yhtalolla 22 + 222 + 22 = 1 on tasmalleen yksi
e Kiintopiste ratkaisu. Etsi ratkaisun likiarvo yhden desimaalin tarkkuudella.

o Kiintopistemenetelma
°
Kiintopistemenetelméan

suppeneminen f(ZU) — 333 -+ 2332 -+ 20 — 1 = O
1. f(x) on polynomifunktiona jatkuva ja derivoituva R:ssa

2. f(0)<O0jaf(1)>0
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@ Haarukointi
@ Newtonin menetelma
o Kiintopiste

o Kiintopistemenetelma
°
Kiintopistemenetelméan
suppeneminen

Haarukointiesimerkki

Osoita, etta yhtalolla 2 + 222 + 22 = 1 on tasmalleen yksi
ratkaisu. Etsi ratkaisun likiarvo yhden desimaalin tarkkuudella.

flx)=2>+222+2x —-1=0

() on polynomifunktiona jatkuva ja derivoituva R:ss&

(0) < Oja f(1) >0

'(2) = 32° + 4x + 2 > 0 R:ssa (miksi?), joten f on aidosti
kasvava.

1.
2.
3.

s
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Haarukointiesimerkki

Sreawomt Osoita, etta yhtalolla 22 + 222 + 22 = 1 on tasmalleen yksi
e Kiintopiste ratkaisu. Etsi ratkaisun likiarvo yhden desimaalin tarkkuudella.

o Kiintopistemenetelma
°
Kiintopistemenetelméan

iy ——— flx)=2°+222+22—1=0

() on polynomifunktiona jatkuva ja derivoituva R:ss&

(0) < Oja f(1) >0

'(2) = 32° + 4x + 2 > 0 R:ssa (miksi?), joten f on aidosti
kasvava.

Taten f(x):1la on valilla |0, 1] yksi nollakohta eika muita ole, joten

yhtalolla 23 + 222 + 2z = 1 tasan yksi ratkaisu.

1.
2.
3.

s
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Haarukointiesimerkki

vali

keskipiste

10, 1]

0,5
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Haarukointiesimerkki

vali keskipiste
f(0)=-1<0
f(1)=4>0 10, 1] 0,5
f£(0,5) =0,625 >0 10;0, 5] 0, 25
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Haarukointiesimerkki

vali keskipiste
f(0)=-1<0
f(1)=4>0 10, 1] 0,5
f£(0,5) =0,625 >0 10;0, 5] 0, 25
f(0, 25) =—0,359... <0 10,250, 5] 0,375
£(0,375) =0,083... >0 10,25:0,375] 0,3125

Hannu Lehto 4. syyskuuta 2008

Lahden Lyseon lukio —4 /18



Haarukointiesimerkki

vali keskipiste
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f£(0,5) =0,625 >0 10;0, 5] 0, 25
f(0,25) = —0,359... <0 10,250, 5] 0,375
£(0,375) =0,083... >0 10,25:0,375] 0,3125
£(0,3125) = —0,149... <0 10,3125; 0, 375| 0, 34375

Hannu Lehto 4. syyskuuta 2008

Lahden Lyseon lukio —4 /18
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vali keskipiste
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Haarukointiesimerkki

vali keskipiste
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f(0,25) = —0,359... <0 10,250, 5] 0,375
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£(0,3125) = —0,149... <0 10,3125; 0, 375| 0, 34375
£(0,34375) = —0,035... <0 1034375; 0, 375] 0, 359375
£(0,359375) = 0,023... >0 10, 34375;0,359375| 0,3515625
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Haarukointiesimerkki

vali keskipiste
f(0)=-1<0
f(1)=4>0 10, 1] 0,5
f(0,5) =0,625 > 0 10;0, 5] 0, 25
f(0,25) = —0,359... <0 10,250, 5] 0,375
£(0,375) =0,083... >0 10,25:0,375] 0,3125
£(0,3125) = —0,149... <0 10,3125; 0, 375| 0, 34375
£(0,34375) = —0,035... <0 1034375; 0, 375] 0, 359375
£(0,359375) = 0,023... >0 10, 34375;0,359375| 0,3515625
£(0,3515625) = —0,006... < 0 | ]0,3515625;0,359375|

Koska kaikki valin |0, 3515625; 0, 359375/ luvut pyoristyvat 0, 4:ksi, niin
vastaus yhden desim. tarkkuudella on 0,4.
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Newtonin menetelma

slizatia Etsitaén nollakohdan & likiarvo.

e Newtonin menetelma
e Kiintopiste Yy = f(x)
o Kiintopistemenetelma
°
Kiintopistemenetelméan
suppeneminen

Y

/
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Newtonin menetelma

® Haarukoint Etsitaan nollakohdan & likiarvo, xg on alkuarvaus.

e Newtonin menetelma
e Kiintopiste Yy = f(x)
o Kiintopistemenetelma
°
Kiintopistemenetelméan
suppeneminen

w o o
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® Haarukointi
@ Newtonin menetelma
o Kiintopiste

o Kiintopistemenetelma
°
Kiintopistemenetelméan
suppeneminen

Newtonin menetelma

Etsitaan nollakohdan & likiarvo, xg on alkuarvaus.

|
|

Tangentin yhtalé ony — f(xg) = f'(zo)(x — xg). Kuny = 0, niin
yhtalosta saadaan nollakohdan uusi likiarvo x1:

/(o)

(o)

L1 — o —
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® Haarukointi
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°
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Newtonin menetelma

® Haarukoint Etsitaan nollakohdan & likiarvo, xg on alkuarvaus.

@ Newtonin menetelma

e Kiintopiste — f(x)

o Kiintopistemenetelma
°
Kiintopistemenetelméan
suppeneminen

Y

L2

f(z1)
f'(x1)

ro = T1 —
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Newtonin menetelma

® Haarukoint Etsitaan nollakohdan & likiarvo, xg on alkuarvaus.

@ Newtonin menetelma
o Kiintopiste

o Kiintopistemenetelma
°
Kiintopistemenetelméan
suppeneminen

Nollakohdan uusi likiarvo x,,4+1 saadaan edellisesta likiarvosta x,,
kaavalla
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Esimerkki

S ooem Mé&arita yhtélén 23 = 6 ainoa ratkaisu kuuden desimaalin
ewtonin menetelma

® Kiintopiste tarkkuudella.

o Kiintopistemenetelma

°

Kiintopistemenetelméan
suppeneminen
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Esimerkki

S ooem Maarita yhtalon 22 = 6 ainoa ratkaisu kuuden desimaalin
ewtonin menetelma

® Kiintopiste tarkkuudella.

o Kiintopistemenetelma

°

Kiintopistemenetelméan f(x) — 1'3 — 6 = 07

suppeneminen
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Esimerkki

S ooem Mé&arita yhtélén 23 = 6 ainoa ratkaisu kuuden desimaalin
ewtonin menetelma

® Kiintopiste tarkkuudella.

o Kiintopistemenetelma

I:iintopistemenetelman f(x) f— 1'3 — 6 o 07 f/(x) p— 3:627

suppeneminen
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Esimerkki

Do Maérita yhtalén 22 = 6 ainoa ratkaisu kuuden desimaalin
ewtonin menetelma
® Kiintopiste tarkkuudella.

o Kiintopistemenetelma
°
Kiintopistemenetelméan f(x) — 1'3 — 6 — 07 f/(x) p— 3:627 ro = 17 5

suppeneminen
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Esimerkki

o oo .. Maarita yhtalon 23 = 6 ainoa ratkaisu kuuden desimaalin
ewtonin menetelma
e Kiintopiste tarkkuudella.

o Kiintopistemenetelma
°

Kiintopisternenetelmén f(x) f— 55'3 — 6 f— O, f/(x) p— 3:627 QCO — 1, 5
suppeneminen 3 6
{I; ——

n
In+l1l — Ln — 3372
n
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Esimerkki

o oo .. Maarita yhtalon 23 = 6 ainoa ratkaisu kuuden desimaalin
ewtonin menetelma
e Kiintopiste tarkkuudella.

o Kiintopistemenetelma
°

Kiintopistemenetelmén f(x) — 55'3 — 6 — O, f/(x) p— 3:627 QCO = 1, 5

suppeneminen
> — 6
Int+l = LTn — 3 5
ZCn
n | Ty
0 | 1,5
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Esimerkki

o oo .. Maarita yhtalon 23 = 6 ainoa ratkaisu kuuden desimaalin
ewtonin menetelma
e Kiintopiste tarkkuudella.

o Kiintopistemenetelma
°

Kiintopistemenetelmén f(x) — 55'3 — 6 — O, f/(x) p— 3:627 QCO = 1, 5

suppeneminen

> — 6
Ln+1 = In — 3.2

ch

n T

0 1,5

1,5°—6
1,5 — 375 = 1,8888...
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Esimerkki

® Haarukointi

o Newton _. Mé&arita yhtélén 23 = 6 ainoa ratkaisu kuuden desimaalin
ewtonin menetelma
® Kiintopiste tarkkuudella.

o Kiintopistemenetelma
°

Kiintopistemenetelmén f(x) — 333 — 6 — O, f/(x) p— 3:627 QCO = 1, 5

e 5 g
Ln4+1 = Tn — W
n 7B
0 1.5
1]1,5— 13’?1?;26 — 1,8888...
2 1.8198 . ..
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Esimerkki

® Haarukointi

o Newton _. Mé&arita yhtélén 23 = 6 ainoa ratkaisu kuuden desimaalin
ewtonin menetelma
® Kiintopiste tarkkuudella.

o Kiintopistemenetelma
°

Kiintopistemenetelmén f(x) — 333 — 6 — O, f/(x) p— 3:627 QCO = 1, 5

i 5 g
Ln+1 = Tp — W
n 7B
0 1,5
11,5 3550 =1,8888....
2 1.8198. ..
3 1,8171...
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Esimerkki

® Haarukointi

o Newton _. Mé&arita yhtélén 23 = 6 ainoa ratkaisu kuuden desimaalin
ewtonin menetelma
® Kiintopiste tarkkuudella.

o Kiintopistemenetelma
°

SKiig;c;p:]iztrimizetelman f(x) — 333 — 6 f— O, f/(ZC) — 3562, o — 1, 5
e

n In
0 1,5

1,55—6
11,5 3258 =1,8888. .
2 1.8198...
3
4

1,8171. ..
1,817120593
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Esimerkki

® Haarukointi

o Newton _. Mé&arita yhtélén 23 = 6 ainoa ratkaisu kuuden desimaalin
ewtonin menetelma
® Kiintopiste tarkkuudella.

o Kiintopistemenetelma
°

Kiintopistemenetelman f(x) — 333 — 6 — O, f/(x) p— 3;627 ro = 17 5
suppeneminen o) 6
a’; —
n

e
Ln
1,5
1,5 — 420 —1 8888 ...
1.8198. ..
1,8171...
1,817120593

1,817120593

In+l1l — Ln —

oo &~ W NN PP O|S
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Esimerkki

® Haarukointi

o Newton _. Mé&arita yhtélén 23 = 6 ainoa ratkaisu kuuden desimaalin
ewtonin menetelma
® Kiintopiste tarkkuudella.

o Kiintopistemenetelma
°

Kiintopistemenetelmén f(x) — 333 — 6 — O, f/(x) p— 3:627 QCO = 1, 5

e 5 g
Ln4+1 = Tn — 337%
n 7B
0 1.5
1 L5_g§g:4¢%%”.
2 1.8198 . ..
3 1,8171. ..
4 1,817120593
5 1,817120593

Ratkaisu on x ~ 1,817121.
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Esimerkki

® Haarukointi

o Newton _. Mé&arita yhtélén 23 = 6 ainoa ratkaisu kuuden desimaalin
ewtonin menetelma
® Kiintopiste tarkkuudella.

o Kiintopistemenetelma
°

Kiintopistemenetelmén f(x) — 333 — 6 — O, f/(x) p— 33}27 QCO = 1, 5

suppeneminen

> — 6
Ln+1 = Tp — 33772%
n Tn
0 1,5
11,5 3550 =1,8888....
2 1.8198. ..
3 1,8171...
4 1,817120593
5 1,817120593

Ratkaisu on x ~ 1,817121.Koska f on jatkuva ja
f(1,8171205) < Oja f(1,8171215) > 0, niin ratkaisu on 6
desimaalin tarkkuudella oikein.
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Esimerkki laskimella (TI)

° Haaruk?inti " X3 - 6
:Eﬁ::;’:geme”e‘e'ma 1. Talletetaan grafiikkafunktioksi Y7 lauseke X — EveR
® Kiintopistemenatelma 2. Talletetaan alkuarvaus 1,5 muistipaikkaan X
g&iggzimgzete‘méﬂ 3. Talletetaan grafiikkafunktion Y7 arvo muistipaikkaan X.
4. Toistetaan painamalla Enter-nappainta.

Siis lyhyesti:

1,6 - X

Yl — X L

Y] haetaan seuraavasti: VARS — Y-VARS — Function
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® Haarukointi
@ Newtonin menetelma
o Kiintopiste

o Kiintopistemenetelma
°
Kiintopistemenetelméan
suppeneminen

Huomioita

Newtonin menetelma ei valttamatta toimi, jos alkuarvaus on huono
— erityisesti derivaatan nollakohdat voivat aiheuttaa ongelmia.

/

Suppeneeko Newtonin menetelma kohti nollakohtaa £?
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Huomioita

® Haarukoint Newtonin menetelma ei valttamatta toimi, jos alkuarvaus on huono
e Newtonin menetelma o ) . ) ] ]
— erityisesti derivaatan nollakohdat voivat aiheuttaa ongelmia.

e Kiintopiste

o Kiintopistemenetelma
°
Kiintopistemenetelméan
suppeneminen

\

Kumpaa nollakohtaa kohti Newtonin menetelméa suppenee
alkuarvolla xg?
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Esimerkki

® Hoaomti YO-K05:15. Maarita funktion f(x) = x sin x pienin positiivinen

@ Newtonin menetelma

® Kiintopiste aariarvokohta ja vastaava aariarvo ratkaisemalla derivaatan
Kiintopist telma . 20 1] g .

o opEEmEnEEE nollakohta Newtonin menetelmalla. Anna vastaukset viiden

Kiintopistemenetelméan : .

suppeneminen deSImaaIIn tarkkUUdeua.
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Kiintopiste

® Haardkoint _, Maaritelma 1. Funktio g on maaritelty valilla 1. Luku & € I on sen
e Newtonin menetelmé . ] ]

o Kiintopiste kiintopiste, jos £ = g(&).

o Kiintopistemenetelma

)

Kiintopistemenetelméan
suppeneminen
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Kiintopiste

::::;L;:‘i’;”ienetelma Madaritelma 1. Funktio g on maaritelty valilla 1. Luku & € I on sen
o Kiintopiste kiintopiste, jos £ = g(&).

o Kiintopistemenetelma
°
Kiintopistemenetelméan
suppeneminen

Esimerkki. Maarita funktion g(z) = —422 + 2 kiintopisteet.
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Kiintopiste

::Z;EE?;”ienetel ) Madaritelma 1. Funktio g on maaritelty valilla 1. Luku & € I on sen
o Kiintopiste kiintopiste, jos £ = g(&).

o Kiintopistemenetelma
°
Kiintopistemenetelméan
suppeneminen

Esimerkki. Maarita funktion g(z) = —422 + 2 kiintopisteet.
e Algebrallisesti:
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Kiintopiste

::::;L;:‘i’;”ienetelma Madaritelma 1. Funktio g on maaritelty valilla 1. Luku & € I on sen
o Kiintopiste kiintopiste, jos £ = g(&).

o Kiintopistemenetelma
°
Kiintopistemenetelméan
suppeneminen

Esimerkki. Maarita funktion g(z) = —422 + 2 kiintopisteet.
e Algebrallisesti: x = —4x? + 2
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Kiintopiste

::::;L;:‘i’;”ienetelma Madaritelma 1. Funktio g on maaritelty valilla 1. Luku & € I on sen
o Kiintopiste kiintopiste, jos £ = g(&).

o Kiintopistemenetelma
°
Kiintopistemenetelméan
suppeneminen

Esimerkki. Maarita funktion g(z) = —422 + 2 kiintopisteet.
e Algebrallisesti: x = —4x? + 2
e Graafisesti:
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Kiintopiste

::::;Z:‘i’;”ienetelma Madaritelma 1. Funktio g on maaritelty valilla 1. Luku & € I on sen
o Kiintopiste kiintopiste, jos £ = g(&).

o Kiintopistemenetelma
°
Kiintopistemenetelméan
suppeneminen

Esimerkki. Maarita funktion g(z) = —422 + 2 kiintopisteet.
e Algebrallisesti: x = —4x? + 2
e Graafisesti:

y = —4x? + 2
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Kiintopistemenetelma

O Lkadleli Olkoon g jatkuva funktio. Tarkastellaan iterointia

@ Newtonin menetelma
o Kiintopiste

o Kiintopistemenetelma
°

Ln+1 = g(xn)a

r e N

Kiintopistemenetelméan
suppeneminen
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Kiintopistemenetelma

O Lkadleli Olkoon g jatkuva funktio. Tarkastellaan iterointia

@ Newtonin menetelma
o Kiintopiste

o Kiintopistemenetelma
°

Ln+1 = g(x’n)a

r e N

Kiintopistemenetelméan
suppeneminen

Lause 1. Jos iteroimalla saatu jono () suppenee kohti £:t4, ts.
limy— 00Ty = &, niin £ on yhtalon z = g(x) ratkaisu.
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Kiintopistemenetelma

> s Olkoon g jatkuva funktio. Tarkastellaan iterointia
e Newtonin menetelma

o Kiintopiste

:Knntopstemenetelmé xn—l—l — g(ajn)’ i E N

Kiintopistemenetelméan
suppeneminen

Lause 1. Jos iteroimalla saatu jono () suppenee kohti £:t4, ts.
limy— 00Ty = &, niin £ on yhtalon z = g(x) ratkaisu.

Todistus. Jatkuvuudesta seuraa, etta lim, 009 (Tn) = g(&).
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Kiintopistemenetelma

> s Olkoon g jatkuva funktio. Tarkastellaan iterointia
e Newtonin menetelma

o Kiintopiste

:Knntopstemenetelmé xn—l—l — g(ajn)’ i E N

Kiintopistemenetelméan
suppeneminen

Lause 1. Jos iteroimalla saatu jono () suppenee kohti £:t4, ts.
limy— 00Ty = &, niin £ on yhtalon z = g(x) ratkaisu.

Todistus. Jatkuvuudesta seuraa, etta lim, 009 (Tn) = g(&).
Toisaalta, koska x,11 = g(xy,), niin
§=limpo0oTni1 = lzmn—x)og(xn) — g(g)
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Kiintopistemenetelma

> s Olkoon g jatkuva funktio. Tarkastellaan iterointia
e Newtonin menetelma

o Kiintopiste

:Knntopstemenetelmé xn—l—l — g(ajn)’ i E N

Kiintopistemenetelméan
suppeneminen

Lause 1. Jos iteroimalla saatu jono () suppenee kohti £:t4, ts.
limy— 00Ty = &, niin £ on yhtalon z = g(x) ratkaisu.

Todistus. Jatkuvuudesta seuraa, etta lim, 009 (Tn) = g(&).
Toisaalta, koska x,,+1 = g(x,), niin
£ =limp—ooTnt1 = limp_—ocog(xy) = g(&). N&in siis on

&= g(&)

Hannu Lehto 4. syyskuuta 2008 Lahden Lyseon lukio — 12 /18



Kiintopistemenetelma

> s Olkoon g jatkuva funktio. Tarkastellaan iterointia
e Newtonin menetelma

o Kiintopiste

:Knntopstemenetelmé xn—l—l — g(ajn)’ i E N

Kiintopistemenetelméan
suppeneminen

Lause 1. Jos iteroimalla saatu jono () suppenee kohti £:t4, ts.
limy— 00Ty = &, niin £ on yhtalon z = g(x) ratkaisu.

Todistus. Jatkuvuudesta seuraa, etta lim, 009 (Tn) = g(&).
Toisaalta, koska x,,+1 = g(x,), niin

£ =limp—oont1 = liMmp—oog(Ty) = g(&). Nain siis on

£ = g(€) ja& onyhtalon x = g(x) ratkaisu. ]
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Esimerkki kiintopistemenetelmasta

® Haarukointi

 Nowton menetolms Etsi yhtalon e~ * — x = 0 kaikkien ratkaisujen likiarvot kahden
® Kiintopiste desimaalin tarkkuudella.

o Kiintopistemenetelma
°
Kiintopistemenetelméan
suppeneminen
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Esimerkki kiintopistemenetelmasta

® Haarukointi

Etsi yhtalon e~ — & = 0 kaikkien ratkaisujen likiarvot kahden

@ Newtonin menetelma

® Kiintopiste desimaalin tarkkuudella.
o Kiintopistemenetelma
intopistemenetelmén 1. f(x) = e~® — x on jatkuva ja derivoituva R:ssa.

suppeneminen
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Esimerkki kiintopistemenetelmasta

® Haarukointi

Etsi yhtalon e~ — & = 0 kaikkien ratkaisujen likiarvot kahden

@ Newtonin menetelma

® Kiintopiste desimaalin tarkkuudella.

o Kiintopistemenetelma

intopistemenetelmén 1. f(x) = e~® — x on jatkuva ja derivoituva R:ssa.
suppeneminen 2. f(o) — 1 > ()Ja f(l) — % o 1 < O
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Esimerkki kiintopistemenetelmasta

soeem .| Etsiyhtélén e™® — z = 0 kaikkien ratkaisujen likiarvot kahden
® Kiintopiste desimaalin tarkkuudella.

o Kiintopistemenetelma

intopistemenetelmén 1. f(x) = e~® — x on jatkuva ja derivoituva R:ssa.
suppeneminen 2. f(O) — 1 > ()Ja f(1> — % o 1 < O

3. fl(r)=—e"*—1<0,kunz € R, joten f aidosti vaheneva.
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Esimerkki kiintopistemenetelmasta

® Haarukointi

Etsi yhtalon e~ — & = 0 kaikkien ratkaisujen likiarvot kahden

@ Newtonin menetelma

® Kiintopiste desimaalin tarkkuudella.

o Kiintopistemenetelma

intopistemenetelmén 1. f(x) = e~® — x on jatkuva ja derivoituva R:ssa.
suppeneminen 2. f(O) — 1 > OJa f(l) — % o 1 < O

3. ff(x) =—e*—1<0,kunz € R, joten f aidosti véiheneva.
Taten funktiolla f on tasan yksi nollakohta ja se on valilla ]0,1].
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Esimerkki kiintopistemenetelmasta

e Haarukointi — —
. _. flxy=e"—z=0r=¢",
e Newtonin menetelma

o Kiintopiste

o Kiintopistemenetelma
°
Kiintopistemenetelméan
suppeneminen
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® Haarukointi
@ Newtonin menetelma
o Kiintopiste

o Kiintopistemenetelma
°
Kiintopistemenetelméan
suppeneminen

Esimerkki kiintopistemenetelmasta

f(x) =€ —x=0< x=e7, joten iterointikaava on

Tp+l =€

In

2
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® Haarukointi
@ Newtonin menetelma
o Kiintopiste

o Kiintopistemenetelma
°
Kiintopistemenetelméan
suppeneminen

Esimerkki kiintopistemenetelmasta

f(x) =€ —x=0< x=e7, joten iterointikaava on

Tpn4+l = €
| Tn
0 | 0.5

Zn | 2 Valitaan alkuarvaukseksi g = 0.5.
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Esimerkki kiintopistemenetelmasta

ceawomt | f(z) =€ —x =0 x=e7, joten iterointikaava on
® Kiintopiste ,, Tni1 = € % | 2 Valitaan alkuarvaukseksi zg = 0.5.

e Kiintopistemenetelma

[

Kiintopistemenetelméan n CB’n

suppeneminen O O 5

1| e % =0.606...
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Esimerkki kiintopistemenetelmasta

® Haarukointi f(x) =€ —x=0< x=e7, joten iterointikaava on

@ Newtonin menetelma

o Kiintopiste

Tni1 = € % | 2 Valitaan alkuarvaukseksi zg = 0.5.

o Kiintopistemenetelma
°

Kiintopistemenetelméan n CB’n
suppeneminen O O . 5
1|e % =0.606...
2 0.545 ...
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® Haarukointi
@ Newtonin menetelma
o Kiintopiste

o Kiintopistemenetelma
°
Kiintopistemenetelméan
suppeneminen

Esimerkki kiintopistemenetelmasta

f(x) =€ —x=0< x=e7, joten iterointikaava on

n Tn,
0 0.5

1| e 9% =0.606...
2 0.545 ...

3 0.579 ...

Tni1 = € % | 2 Valitaan alkuarvaukseksi zg = 0.5.

Hannu Lehto 4. syyskuuta 2008

Lahden Lyseon lukio — 14 /18



® Haarukointi
@ Newtonin menetelma
o Kiintopiste

o Kiintopistemenetelma
°
Kiintopistemenetelméan
suppeneminen

Esimerkki kiintopistemenetelmasta

f(x) =€ —x=0< x=e7, joten iterointikaava on

Ln
0.5
e~ =0.606...
0.545 ...
0.579 ...
0.560 ...

A W DN R OS5

Tni1 = € % | 2 Valitaan alkuarvaukseksi zg = 0.5.
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® Haarukointi
@ Newtonin menetelma
o Kiintopiste

o Kiintopistemenetelma
°
Kiintopistemenetelméan
suppeneminen

Esimerkki kiintopistemenetelmasta

f(x) =€ —x=0< x=e7, joten iterointikaava on

Ln
0.5
e~ =0.606...
0.545 ...
0.579 ...
0.560 ...
0.571 ...

o b W NP O|S

Tni1 = € % | 2 Valitaan alkuarvaukseksi zg = 0.5.
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® Haarukointi
@ Newtonin menetelma
o Kiintopiste

o Kiintopistemenetelma
°
Kiintopistemenetelméan
suppeneminen

Esimerkki kiintopistemenetelmasta

f(x) =€ —x=0< x=e7, joten iterointikaava on

Ln
0.5
e~ =0.606...

0.545 ...
0.579 ...
0.560 ...
0.571 ...
0.564 ...

O 01T b WO NP OS5

Tni1 = € % | 2 Valitaan alkuarvaukseksi zg = 0.5.
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Esimerkki kiintopistemenetelmasta

® Haarukointi f(x) =€ —x=0< x=e7, joten iterointikaava on

@ Newtonin menetelma

o Kiintopiste

Tni1 = € % | 2 Valitaan alkuarvaukseksi zg = 0.5.

o Kiintopistemenetelma
°
Kiintopistemenetelméan
suppeneminen

Ln
0.5
e Y2 = 0.606. ..

0.545 ...
0.579 ...
0.560 ...
0.571...
0.564 ...
0.568 ...

~N O OB WDN - OS5
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Esimerkki kiintopistemenetelmasta

® Haarukointi f(x) =€ —x=0< x=e7, joten iterointikaava on

@ Newtonin menetelma

o Kiintopiste

Tni1 = € % | 2 Valitaan alkuarvaukseksi zg = 0.5.

o Kiintopistemenetelma
°

Kiintopistemenetelméan
suppeneminen

Ln
0.5
e Y2 = 0.606. ..

0.545 ...
0.579 ...
0.560 ...
0.571...
0.564 ...
0.568 ...
0.566 ...

0O NO Ol A W DNPF OS5
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® Haarukointi
@ Newtonin menetelma
o Kiintopiste

o Kiintopistemenetelma
°
Kiintopistemenetelméan
suppeneminen

Esimerkki kiintopistemenetelmasta

f(x) =€ —x=0< x=e7, joten iterointikaava on

Ln
0.5
e Y2 = 0.606. ..
0.545 ...
0.579 ...
0.560 ...
0.571...
0.564 ...
0.568 ...
8 0.566 ...
Koska f(0,565) > 0ja f(0,575) < O,

~N O OB WDN - OS5

Tni1 = € % | 2 Valitaan alkuarvaukseksi zg = 0.5.
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® Haarukointi
@ Newtonin menetelma
o Kiintopiste

o Kiintopistemenetelma
°
Kiintopistemenetelméan
suppeneminen

Esimerkki kiintopistemenetelmasta

f(x) =€ —x=0< x=e7, joten iterointikaava on

Ln
0.5
e Y2 = 0.606. ..
0.545 ...
0.579 ...
0.560 ...
0.571...
0.564 ...
0.568 ...
8 0.566

~N O OB WDN - OS5

10,565; 0,575[

Tni1 = € % | 2 Valitaan alkuarvaukseksi zg = 0.5.

Koska f(0,565) > 0ja f(0,575) < 0,niin nollakohta on valilla
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® Haarukointi
@ Newtonin menetelma
o Kiintopiste

o Kiintopistemenetelma
°
Kiintopistemenetelméan
suppeneminen

Esimerkki kiintopistemenetelmasta

f(x) =€ —x=0< x=e7, joten iterointikaava on

Ln
0.5
e Y2 = 0.606. ..
0.545 ...
0.579 ...
0.560 ...
0.571...
0.564 ...
0.568 ...
8 0.566

~N O OB WDN - OS5

]0,565; 0,575][ ja siten x =~ 0, 57.

Tai—x=lnx < x=—Inzx

Tni1 = € % | 2 Valitaan alkuarvaukseksi zg = 0.5.

Koska f(0,565) > 0ja f(0,575) < 0,niin nollakohta on valilla
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Kiintopistemenetelman suppeneminen

® Haarukointi

Esimerkki. Etsi yhtalon 22 — 2 + 1 = 0 ainoan ratkaisun likiarvo 4

@ Newtonin menetelma

® Kiintopiste desimaalin tarkkuudella.

o Kiintopistemenetelma

(]

Kiintopistemenetelman Valitaan alkuarvaukseksi -1. Miten iteroitava funktio g kannattaa

suppeneminen

valita?
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Kiintopistemenetelman suppeneminen

® Haarukointi

Esimerkki. Etsi yhtalon 22 — 2 + 1 = 0 ainoan ratkaisun likiarvo 4

@ Newtonin menetelma

® Kiintopiste desimaalin tarkkuudella.

o Kiintopistemenetelma

(]

Kiintopistemenetelman Valitaan alkuarvaukseksi -1. Miten iteroitava funktio g kannattaa

suppeneminen

valita?
1. Olkoon x = 3 + 1. Suppeneeko iterointi?
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Kiintopistemenetelman suppeneminen

® Haarukointi

Esimerkki. Etsi yhtalon 22 — 2 + 1 = 0 ainoan ratkaisun likiarvo 4

@ Newtonin menetelma

® Kiintopiste desimaalin tarkkuudella.

o Kiintopistemenetelma

(]

Kiintopistemenetelman Valitaan alkuarvaukseksi -1. Miten iteroitava funktio g kannattaa

suppeneminen

valita?
1. Olkoon z = 3 + 1. Suppeneeko iterointi? Ei!
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Kiintopistemenetelman suppeneminen

® Haarukointi

Esimerkki. Etsi yhtalon 22 — 2 + 1 = 0 ainoan ratkaisun likiarvo 4

@ Newtonin menetelma

® Kiintopiste desimaalin tarkkuudella.
o Kiintopistemenetelma
Kiintopistemenetelman Valitaan alkuarvaukseksi -1. Miten iteroitava funktio g kannattaa
suppeneminen
valita?
1. Olkoon z = 3 + 1. Suppeneeko iterointi? Ei!
1 1
2. * = — — —. Suppeneeko iterointi?
T x?
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Kiintopistemenetelman suppeneminen

® Haarukointi

Esimerkki. Etsi yhtalon 22 — 2 + 1 = 0 ainoan ratkaisun likiarvo 4

@ Newtonin menetelma

® Kiintopiste desimaalin tarkkuudella.
o Kiintopistemenetelma
Kiintopistemenetelman Valitaan alkuarvaukseksi -1. Miten iteroitava funktio g kannattaa
suppeneminen
valita?
1. Olkoon z = 3 + 1. Suppeneeko iterointi? Ei!
1 1
2. * = — — —. Suppeneeko iterointi? Ei!
T x?
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Kiintopistemenetelman suppeneminen

cremwem | Esimerkki. Etsiyhtalén z° — z 4+ 1 = 0 ainoan ratkaisun likiarvo 4
e Newtonin menetelmé
® Kiintopiste desimaalin tarkkuudella.
o Kiintopistemenetelma
[ ]
Kiintopistemenetelman Valitaan alkuarvaukseksi -1. Miten iteroitava funktio g kannattaa
suppeneminen ]
valita?
1. Olkoon z = 3 + 1. Suppeneeko iterointi? Ei!
1 1 .
2. * = — — —. Suppeneeko iterointi? Ei!
Tz

3. x = V& — 1 Suppeneeko iterointi?
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Kiintopistemenetelman suppeneminen

sroawioml | Esimerkki. Etsiyhtalon 23 — z + 1 = 0 ainoan ratkaisun likiarvo 4
o Kiintopiste desimaalin tarkkuudella.
e Kiintopistemenetelma
I:iintopistemenetelman Valitaan alkuarvaukseksi -1. Miten iteroitava funktio g kannattaa
R valita?

1. Olkoon z = 3 + 1. Suppeneeko iterointi? Ei!

2. * = l = % Suppeneeko iterointi? Ei!

r X
3. x=+vzr—1 Suppeneeko iterointi? Kylla! Ratkaisu on
r~ —1,3247.

Voidaanko suppenemiselle antaa jokin ehto?
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*Kiintopistemenetelman suppeneminen

::ini?;”ienetel ) Maaritelma 2. Valilla I maaritelty funktio g on kutistava, jos on

o Kiintopiste olemassa vakio k €]0, 1] siten, etta

o Kiintopistemenetelma

Kiintopistemenetelman ’g(x) _ g(y)‘ S k |£U — y‘ (1)

suppeneminen

kaikilla arvoilla x,y € 1.
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*Kiintopistemenetelman suppeneminen

:::j;ik"::q . Maaritelma 2. Valilla I maaritelty funktio g on kutistava, jos on

o Kiintopiste olemassa vakio k €]0, 1] siten, etta

o Kiintopistemenetelma

Kiintopistemenetelman |g(10._.g(y)‘f;kﬂa;__y‘ (1)

suppeneminen

kaikilla arvoilla x,y € 1.

Lause 2. Jos g on valilla [a, b] maaritelty kutistava funktio, niin g:lla
on tasan yksi kiintopiste ja iteraatio

xg € |a, D]
Tn+1 = g(Tn)

suppenee kohti tata kiintopistetta.

Hannu Lehto 4. syyskuuta 2008 Lahden Lyseon lukio — 16/ 18



*Kiintopistemenetelman suppeneminen

:::;‘;L;k"::q . Maaritelma 2. Valilla I maaritelty funktio g on kutistava, jos on

o Kiintopiste olemassa vakio k €]0, 1] siten, etta

o Kiintopistemenetelma

Kiintopistemenetelméan |g(10.__g(y)‘f;kﬂa;__y‘ (1)

suppeneminen

kaikilla arvoilla x,y € 1.

Lause 2. Jos g on valilla [a, b] maaritelty kutistava funktio, niin g:lla
on tasan yksi kiintopiste ja iteraatio

xg € |a, D]
Tn+1 = g(Tn)

suppenee kohti tata kiintopistetta.

Maaritelman ehto 1 takaa siis kiintopistemenetelman suppenemisen.
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*Kiintopistemenetelman suppeneminen

® Haarukoint Valiarvolauseen nojalla
e Newtonin menetelma
o Kiintopiste

o Kiintopistemenetelma
°
Kiintopistemenetelméan
suppeneminen
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*Kiintopistemenetelman suppeneminen

® Haarukoint Valiarvolauseen nojalla

e Newtonin menetelma

o Kiintopiste

e Kiintopistemenetelma ‘g(x) — g(y)| — ’g/(f)’ |$ o y| ) € €]$7y[

°
Kiintopistemenetelméan
suppeneminen
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*Kiintopistemenetelman suppeneminen

2 PGl Valiarvolauseen nojalla

e Newtonin menetelmé

o Kiintopiste /

:Kiintopistemenetelmé ‘g(x) — g(y)| — ’g (f)’ ’Qf — y| , f E]ZC, y[
Kiintopistemenetelman

SHPPETETnE Jos siis voidaan osoittaa, etta jollakin valilla [a, b] on

g'()l <1 (V€ €la, b),
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*Kiintopistemenetelman suppeneminen

D et Valiarvolauseen nojalla

e Newtonin menetelma

o Kiintopiste /

:Kiintopistemenetelmé ‘g(x) — g(y)‘ — ’g (f)’ ‘Z‘ — y| , f E]ﬂf, y[
Kiintopistemenetelman

SHPPETETnE Jos siis voidaan osoittaa, etta jollakin valilla [a, b] on

g (&) <1 (V€ €la,b]), niin yhtalslla z = g(x) on talla valilla
tasan yksi ratkaisu ja kiintopistemenetelma suppenee kaikilla
alkuarvauksilla xg € |a, b| tata kohti.
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*Kiintopistemenetelman suppeneminen

® Haarukoint Valiarvolauseen nojalla

e Newtonin menetelma

o Kiintopiste

e Kiintopistemenetelma ‘g(x) — g(y)‘ — ’g/(f)’ ‘Z‘ o y| ) € €]$7y[

°
Kiintopistemenetelméan
suppeneminen

Jos siis voidaan osoittaa, etta jollakin valilla [a, b] on

g (&) <1 (V€ €la,b]), niin yhtalslla z = g(x) on talla valilla
tasan yksi ratkaisu ja kiintopistemenetelma suppenee kaikilla
alkuarvauksilla xg € |a, b| tata kohti.

Esimerkki. Osoita, etta yhtalén 2 — x + 1 = 0 valilla [—2, —1]
oleva ratkaisu l6ydetaan kiintopistemenetelmalla, kun yhtal6
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3

Olkoon g(x) = va — 1.
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@) = |—— | « —— <1 Vae[-2-1]
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1 1

9@)] = 3= 12|~ 3¢ /i 1p

Taten kiintopistemenetelma suppenee kalkllla alkuarvauksilla
To € [—2, —1].

<1,Vxe|-2—-1].
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\

Kayran g(x) = +/x — 1 tangentin kulmakertoimen itseisarvo valill&
|[—2, —1] on <1.
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