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Haarukointi

Jos funktio f(x)

1. on jatkuva valilla [a, b] ja

2. f(a)ja f(b) ovat erimerkkiset, niin
funktiolla f on valilla |a, b[ ainakin yksi nollakohta.

Jos lisaksi funktio f on aidosti monotoninen valilla [a, b], niin nollakohtia on tasan yksi.
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Haarukointiesimerkki

Osoita, etta yhtalolla 23 + 222 + 2z = 1 on tasmalleen yksi ratkaisu. Etsi ratkaisun likiarvo yhden desimaalin
tarkkuudella.

fx)=a3+222+20—-1=0
1. f(zx) on polynomifunktiona jatkuva ja derivoituva R:ss&
2. f(0)<0jaf(l)>0
3. f/(z) = 322 + 42 + 2 > 0 R:ssa (miksi?), joten f on aidosti kasvava.

Taten f(z):lla on valilla ]0, 1] yksi nollakohta eika muita ole, joten yhtalolla 23 + 222 + 2z = 1 tasan yksi
ratkaisu.
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Haarukointiesimerkki

vali keskipiste
0)=-1<0
f)y=4>0 10,1] 0,5
£(0,5) =0,625 >0 10;0,5[ 0,25
£(0,25) = —0,359... <0 10,25;0,5] 0,375
f£(0,375) =0,083... >0 10,25;0,375] 0,3125
£(0,3125) = —0,149... <0 10, 3125; 0, 375] 0,34375
£(0,34375) = —0,035... <0 1034375; 0, 375] 0, 359375
£(0,359375) = 0,023... >0 10, 34375; 0, 359375] 0,3515625
£(0,3515625) = —0,006... < 0 | ]0,3515625;0,359375]

Koska kaikki valin |0, 3515625; 0, 359375] luvut pyoristyvat 0, 4:ksi, niin vastaus yhden desim. tarkkuudella on
0,4.
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Newtonin menetelma

Etsitaan nollakohdan ¢ likiarvo, x¢ on alkuarvaus.

Nollakohdan uusi likiarvo x,,41 saadaan
edellisesté likiarvosta x,, kaavalla
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Esimerkki

Maarita yhtalon 2% = 6 ainoa ratkaisu kuuden desimaalin tarkkuudella.

fl@)=a%-6=0, fl(x)=32% 20=15

3 —6
T+l = Tn — 31_%
n Tp
0 15
1 1,5—13’%326:1,8888...
2 1.8198. ..
3 1,8171...
4 1,817120593
5 1,817120593

Ratkaisu on = =~ 1,817121.Koska f on jatkuva ja f(1,8171205) < Oja f(1,8171215) > 0, niin ratkaisu on 6
desimaalin tarkkuudella oikein.
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Esimerkki laskimella (TI)
, o X?—6
1. Talletetaan grafiikkafunktioksi Y7 lauseke X — X7
2. Talletetaan alkuarvaus 1,5 muistipaikkaan X
3. Talletetaan grafiikkafunktion Y7 arvo muistipaikkaan X.
4. Toistetaan painamalla Enter-nappainta.
Siis lyhyesti:
1,5 —- X
Y — X?
7118

2Y) haetaan seuraavasti: VARS — Y-VARS — Function




Huomioita

Newtonin menetelma ei valttamatta toimi, jos alkuarvaus on huono — erityisesti derivaatan nollakohdat voivat
aiheuttaa ongelmia.

Suppeneeko Newtonin menetelma kohti nollakohtaa £?
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Huomioita

Newtonin menetelma ei valttamatta toimi, jos alkuarvaus on huono — erityisesti derivaatan nollakohdat voivat
aiheuttaa ongelmia.

Kumpaa nollakohtaa kohti Newtonin menetelmé suppenee alkuarvolla xy?
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Esimerkki

YO-K05:15. Madrita funktion f(x) = x sin x pienin positiivinen &ariarvokohta ja vastaava &ariarvo
ratkaisemalla derivaatan nollakohta Newtonin menetelmalla. Anna vastaukset viiden desimaalin tarkkuudella.
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Kiintopiste

Maaritelm& 1. Funktio g on méaaritelty valilla . Luku & € I on sen kiintopiste, jos £ = g(§).

Esimerkki. Maarita funktion g(z) = —4x2 4 2 kiintopisteet.
o Algebrallisesti: = —4x? + 2
o Graafisesti:
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Kiintopistemenetelma

Olkoon g jatkuva funktio. Tarkastellaan iterointia

Tpy1 = 9g(zpn), €N

Lause 1. Jos iteroimalla saatu jono (x,,) suppenee kohti £:t4, ts. lim, —.cox, = &, niin € on yhtélén x = g(x)
ratkaisu.

Todistus. Jatkuvuudesta seuraa, etta lim,—.og(y) = g(§).
Toisaalta, koska 11 = g(zp), nin & = limy—0o®nt1 = limp—oog(xn) = g(§). Nain sison § = g(&) ja &
on yhtalon z = g(z) ratkaisu. O
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Esimerkki kiintopistemenetelmasta
Etsi yhtalon e* — x = 0 kaikkien ratkaisujen likiarvot kahden desimaalin tarkkuudella.

1. f(xz) = e~® — x on jatkuva ja derivoituva R:ssa.
2. f(0)=1>0jaf(1)=2-1<0
3. f/(xr) = —e® —1<0,kunz € R, joten f aidosti vahenevé.
Taten funktiolla f on tasan yksi nollakohta ja se on valilla 10,1[.
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Esimerkki kiintopistemenetelmasta

f(z) =€ —x =0« x=e7 joten iterointikaava on | 7,41 = e~ |. 2 Valitaan alkuarvaukseksi

o — 0.5.
n T
0 0.5
1| e % =0.606...
2 0.545 ...
3 0.579...
4 0.560 ...
5 0.571 ...
6 0.564 ...
7 0.568 ...
8 0.566 ...
Koska f(0,565) > 0ja f(0,575) < 0,niin nollakohta on valilla ]0,565; 0,575[ ja siten = = 0, 57.
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Tai—r=lnzrsrz=—Inz
Kiintopistemenetelméan suppeneminen
Esimerkki. Etsi yhtalon 23 — 2 + 1 = 0 ainoan ratkaisun likiarvo 4 desimaalin tarkkuudella.
Valitaan alkuarvaukseksi -1. Miten iteroitava funktio g kannattaa valita?
1. Olkoon z = 3 + 1. Suppeneeko iterointi? Ei!
1
2. x = — — —. Suppeneeko iterointi? Ei!
r a2
3. © = vz — 1 Suppeneeko iterointi? Kylla! Ratkaisu on z ~ —1, 3247.
Voidaanko suppenemiselle antaa jokin ehto?
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xKiintopistemenetelman suppeneminen
Madritelma 2. Valilla I madritelty funktio g on kutistava, jos on olemassa vakio k €]0, 1] siten, etta
l9(z) —g(y)| < klz -yl @
kaikilla arvoilla x,y € I.
Lause 2. Jos g on valilla [a, b] méadritelty kutistava funktio, niin ¢:ll& on tasan yksi kiintopiste ja iteraatio
xg € [a,b]
Tpt1=g(Tn)
suppenee kohti tata kiintopistetta.
Méaéritelmén ehto 1 takaa siis kiintopistemenetelman suppenemisen.
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xKiintopistemenetelm&n suppeneminen

Véliarvolauseen nojalla

l9(x) =g = |9 ()| |z =y, € €elz,y]
Jos siis voidaan osoittaa, etta jollakin valilla [a, b] on |¢'(§)| <1 (V€ €]a, b]), niin yhtalolla = = g(z) on talla
vélilla tasan yksi ratkaisu ja kiintopistemenetelma suppenee kaikilla alkuarvauksilla zg € [a, b] tata kohti.
Esimerkki. Osoita, etta yhtalén 2® — 2 + 1 = 0 valilla [—2, —1] oleva ratkaisu ldydetaan

kiintopistemenetelméalld, kun yhtal6 kirjoitetaan muotoon z = va — 1.

Olkoon g(z) = vz — 1.

@) = 1 B 1
TN e 12|~ 3¢/(—1 1)

kaikilla alkuarvauksilla o € [—2, —1].

< 1, Yz € [—2, —1]. Téaten kiintopistemenetelma suppenee
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Kiintopistemenetelméan suppeneminen
Miten kuviosta nahdaan, etta iterointi z = /2 — 1 suppenee valilla [—2, —1]?
y=ux
1 4
/ y=ve—1
| |
| |
—:2 -1
|
| |
| |
I —
|
Kayran g(z) = v/ — 1 tangentin kulmakertoimen itseisarvo vélilla [—2, —1] on <1.
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