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Osamurtohajotelma

Murtofunktio ggg missé deg(P(x)) < deg(Q(x)), voidaan

Sisalto hajoittaa seuraavia tyyppeja olevien osamurtojen aarelliseksi
summaksi:
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Osamurtohajotelma

Murtofunktio £2)  missa deg(P(x)) < deg(Q(x)), voidaan

Q(z)’
Sisaltd hajoittaa seuraavia tyyppeja olevien osamurtojen aarelliseksi
summaksi:
: gzzm:;:zzlgz jatkuu A
e (1)
Osa |l: Esimerkkeja €T — Q
Osa llI: Sovelluksia A
k=23,... 2
(x — a)” ( ) ©)
Bz +C 5
— 49 <0 3
o S—— (p° —4q <0) (3)
B C
v (p? —4g < 0,k =2,3,...) (4)

(22 + px + q)*

Hannu Lehto, 14. marraskuuta 2007 Lahden Lyseon lukio - p. 3/12



Osamurtohajotelma jatkuu

Jokainen nimittdjan Q(z) k-kertainen tekija (z — a)*, k>1
alheuttaa summaan termit

A A A
Osa I: Teoriaa L —|— 2 _|_ o0 ¢ _|_ k
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Osamurtohajotelma jatkuu

Jokainen nimittdjan Q(z) k-kertainen tekija (z — a)*, k>1
alheuttaa summaan termit
Al AQ Akz

x—a+(:v—a)2+.“+(a:—a)"“°

Jokainen nimittgjan Q(x) k-kertainen tekija
(22 + px + ¢)*¥, k> 1jap?— 4q < 0 aiheuttaa summaan
termit
Bixz + Cy Box + (s Brx + Cy,
2 T3 3 T T TS k-
> +pr+q (2% +pr+q) (#* + pz + q)
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Esimerkki 1

Hajota osamurtoihin murtofunktio f(z) = m
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Esimerkki 1

Hajota osamurtoihin murtofunktio f(z) = m

|-2%(z + 1)
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Esimerkki 1

Hajota osamurtoihin murtofunktio f(z) = m

Osa I: Teoriaa 5132 (x _|_ 1) E ? i _|_ 1

|-2%(z + 1)
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Esimerkki 1

Hajota osamurtoihin murtofunktio f(z) = m
Sisalto
1 A B C 5
= — 4 — : 1
Osa I: Teoriaa gjz(x -+ 1) T $2 r+1 H L (CE + )
o Eomentiz 1= Az(z +1) + B(z + 1) + Cz?
Osa IlI: Sovelluksia 1 = (A _|_ C)xz + (A + B)X _|_ B
Yhtalo on identtisesti (x:n arvosta riippumatta) tosi, kun
(A+C = 0
T A+B = 0
| B =1
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Esimerkki 1

Hajota osamurtoihin murtofunktio f(z) = m
Sisalto
1 A B C 5
= — 4 — : 1
Osa I: Teoriaa gjz(x -+ 1) T $2 r+1 H L (CE + )
o Eomentiz 1= Az(z +1) + B(z + 1) + Cz?
Osa IlI: Sovelluksia 1 = (A _|_ C)xz + (A _|_ B)X _|_ B
Yhtalo on identtisesti (x:n arvosta riippumatta) tosi, kun
(A+C = 0
T A+B = 0
| B =1

Yhtaloryhnméan ratkaisuon A = —1, B=1, C' = 1. Taten on
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Hajota osamurtoihin murtofunktio f(z) = m

1 A B C

z?(x + 1) E+?+aﬁ+1

|-2%(z + 1)
1=Az(z+ 1)+ Bz +1) + Cz?

1=(A+C)2*+(A+B)X+ B
Yhtalo on identtisesti (x:n arvosta riippumatta) tosi, kun

([ A+C = 0
{ A+B = 0
. B =1

Yhtaloryhnméan ratkaisuon A = —1, B=1, C' = 1. Taten on

f(x) 1 —1 i 1 i 1
Tr) — = S
z?(x + 1) r x? x4+
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Esimerkki 2

Hajota osamurtoihin murtofunktio f(z) = 225 —.
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Esimerkki 2

Hajota osamurtoihin murtofunktio f(z) = —2%+1
ensin nimittaja tekijoihin:

20 + 1 2 + 1

B+z24+z z@24+z+1)

Jaetaan
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ensin nimittgja tekijoihin:
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Tekijalla 22 + x + 1 ei ole reaalisia nollakohtia, koska
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asteen tekijoihin.
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Esimerkki 2

Hajota osamurtoihin murtofunktio f(z) = *25'—. Jaetaan
ensin nimittgja tekijoihin:
2¢ + 1 2¢ + 1

B+z24+z z@24+z+1)

Tekijalla 22 + x + 1 ei ole reaalisia nollakohtia, koska
D =1%—-4-1-1<0, joten sita ei voi jakaa ensimmaisen
asteen tekijoihin.

2¢ + 1 é Bx +C
T

2
- 1
p PR +w2+m+1Hm(a: +x+1)
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Esimerkki 2

Hajota osamurtoihin murtofunktio f(z) = *25'—. Jaetaan

Sisalts ensin nimittaja tekijoihin:
Osa I: Teoriaa 23: + 1 _ 233 —I_ 1
Osa II: Esimerkkeja :US —|_ fEQ —|_ £ ; :E(x2 _|_ L —|_ 1) .
e Tekijalla 2 4+ = + 1 ei ole reaalisia nollakohtia, koska
® Feimerd3 D =12—-4-1-1 <0, joten sita ei voi jakaa ensimmaisen
Osa IlI: Sovelluksia asteen tek|JO|h|n

2¢ + 1 A Bx +C

- = |-z(z* + = + 1)

r(x?+x+1) =z 224241

22+1 = Az’ + Az + A+ Bz’ +Cx = (A+B)z* +(A+C)z+ A
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Esimerkki 2

Hajota osamurtoihin murtofunktio f(z) = *25'—. Jaetaan

Sisalts ensin nimittaja tekijoihin:
Osa I: Teoriaa 23: + 1 _ 233 —I_ 1
Osa II: Esimerkkeja :US —|_ fEQ —|_ £ ; :E(x2 _|_ L —|_ 1) .
e Tekijalla 2 4+ = + 1 ei ole reaalisia nollakohtia, koska
® Feimerd3 D =12—-4-1-1 <0, joten sita ei voi jakaa ensimmaisen
Osa IlI: Sovelluksia asteen tek|JO|h|n

2¢ + 1 A Bx +C

- = |-z(z* + = + 1)

r(x?+x+1) =z 224241

22+1 = Az’ + Az + A+ Bz’ +Cx = (A+B)z* +(A+C)z+ A
Tama on identtisesti tosi, kun

(A—i_B — O (A — 1
A+C = 2 &<{ B = -1
A =1 |C =1
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Esimerkki 2 jatkuu. . .

Taten saadaan osamurtohajotelma
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Esimerkki 3

Hajota osamurtoihin murtofunktio f(z) = 5>7%.—.
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Esimerkki 3

Hajota osamurtoihin murtofunktio f(z) = 5>7%.—.
Jaetaan ensin nimittaja tekijoihin.
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Esimerkki 3

Hajota osamurtoihin murtofunktio f(z) = 5>75-—.

Jaetaan ensin nimittaja tekijoihin. Nimittdjan nollakohdat

Sisaltoé 1
ovatr = 5 jJax = —2.
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f(z) - g !
Osa II: Esimerkkeja xr) = — —
OEs?merkk?l 2:’32 + 3$ - 2 2 (:C - %) (aj + 2) (2:13 - 1) (.I’ —|_ 2)
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Esimerkki 3

Hajota osamurtoihin murtofunktio f(z) = 5>75-—.

Jaetaan ensin nimittaja tekijoihin. Nimittdjan nollakohdat
ovatx = < jax = —2.

Sisalto

Osa I: Teoriaa

f(z) - S &
Osa |lI: Esimerkkeja X — — —
OEs?merkk?l 2:’32 + 3$ - 2 2 (:C - %) (aj + 2) (2:13 - 1) (.I’ —|_ 2)
e . A B
| = (2x — 1 2
Osa lll: Sovelluksia (zx L 1) (:13 + 2) 21, L 1 + T + 2 H ( L )(w + )
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Esimerkki 3

Hajota osamurtoihin murtofunktio f(z) = 5>75-—.

Jaetaan ensin nimittaja tekijoihin. Nimittdjan nollakohdat

Sisaltoé 1
ovatr = 5 jJax = —2.

Osa I: Teoriaa

f(z) - S >
Osa |lI: Esimerkkeja X — — —
OEs?merkk?l 2:’32 + 3$ - 2 2 (x - %) (aj + 2) (233 - 1) (.I’ —|_ 2)
e . A
| —1 2
Osa lll: Sovelluksia (zx L 1) (33 _|_ 2) 293 L 1 ( £ )(J; + )

r=Ax+2)+B2x—1)=(A+2B)x +2A— B
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Esimerkki 3

Hajota osamurtoihin murtofunktio f(z) = 5>75-—.

Jaetaan ensin nimittaja tekijoihin. Nimittdjan nollakohdat

Sisaltoé 1
ovatr = 5 jJax = —2.

Osa I: Teoriaa

f(z) - S >
Osa |lI: Esimerkkeja X — — —
OEs?merkk?l 2:’32 + 3$ - 2 2 (x - %) (aj + 2) (233 - 1) (.I’ —|_ 2)
e . A
| —1 2
Osa lll: Sovelluksia (zx L 1) (33 _|_ 2) 293 L 1 ( £ )(J; + )

r=Ax+2)+B2x—1)=(A+2B)x +2A— B

A+2B = 1 A
-
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Esimerkki 3

Hajota osamurtoihin murtofunktio f(z) = 5>75-—.

Jaetaan ensin nimittaja tekijoihin. Nimittdjan nollakohdat

Sisaltoé 1
ovatz = ; jax = —2.

Osa I: Teoriaa f ( ) i i i
Osa |lI: Esimerkkeja X — — —
OEs?merkk?l 2:’32 + 3$ - 2 2 (x - %) (aj + 2) (2:,6 - 1) (.I’ —|_ 2)
o Camerdis . A

| — 1 2
Osa llI: Sovelluksia (ZZIZ L 1) (33 _|_ 2) 293 L 1 ( L )(J; + )

r=Ax+2)+B2x—1)=(A+2B)x +2A— B

A+2B = 1 A = 3
&
2A—-B = 0 B 2
Taten on saatu osamurtohajotelma
x - - 1 2

2x2—i—3$—2_2x—1+a:—|—2: 1():1;—5+5:17—|—1()°
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® Sovellus 1
® Sovellus 2

Sovellus 1

Laske

/ 1
dx.
/£E2(£E—|—1) !
1
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Sovellus 1

2
1
Sisalto Laske / dz.
1

Osa I: Teoriaa
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2 2
® Sovellus 1 ]_ _]_ 1 1
® Sovellus 2 d p— d
/wQ(QE—I—l) ‘ /(w +:U2_|_:13—|—1) ’
1 1
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Sovellus 1

2
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Sisalto Laske / dz.
1
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Sovellus 1

2
1
Sisalto Laske / dz.
1

Osa I: Teoriaa
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Osa lll: Sovelluksia

2 2
® Sovellus 1 ]_ _]_ 1 1
® Sovellus 2 d p— d
/wQ(QE—I—l) ‘ /(w +5U2_|_:1:—|—1) ’
1 1

2
1
:—/ln\x|—/x_1—|—/ln\az—|—1|:ln3—21n2—|—§
1
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® Sovellus 1
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Sovellus 2

W

Laske dx
2202 + 3x — 2

[
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Sovellus 2

2202 + 3x — 2

3
X
Sisalto Laske / dx
1
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3 3
® Sovellus 1 / i / 2
® Sovellus 2 + CZQZ
2:1:2+3:1:—2 10z —5 5z + 10
1 1
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Sovellus 2

2202 + 3x — 2

3
X
Sisalto Laske / dx
1
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3 3
® Sovellus 1 / / 2
® Sovellus 2 dCU
2:1:2+3:1:—2 10z — 5 5x+10
1 1

3 3
=55 105 5 5
10 /) 10z —5 5 5a:+1()
1 1
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Sovellus 2

2202 + 3x — 2

3
X
Sisalto Laske / dx
1

Osa I: Teoriaa
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Osa lll: Sovelluksia 3 3
OSOVéIIusl / / 2
® Sovellus 2 de‘
2:1:2+3x—2 10z — 5 5x+10
1 1

3 3
=55 10 5% 5 5
10 /) 10z —5 5 5a:+1()
1 1

3
1/1 10 5\+2/1 52 + 10|
= — /In|10z — — /In |5z
10/ 5/
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Sovellus 2

3
x
isalt Laske d
Sisalto /2332 T 3r 9 £
1
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Osa lll: Sovelluksia 3 3
OSOVéIIusl / / 2
® Sovellus 2 dCC
2:1;2+3x—2 10:1;—5 bx + 10
1 1

3 3
=55 10 5% 5 5
10 /) 10z —5 5 5a:+1()
1 1

3
1 2
:1—01/1n|10$—5\—|—51/1n|5x—|—10\

1 2 1 2
— 1—0(11125—1115) + g(ln25 —1In15) = 51115— gln3.
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