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3. funktiota f(x), z € RAx > 1, mikali f(x) on maaritelty ja
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Esimerkkeja.
1. YO-K88 tehtava 7

2. YO-KO7 tehtava 10
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Harjoitustehtavia

n!
e YO-S88.7. Osoita, etta lukujono a,, = — on aidosti vaheneva.
n
2n — 2

n+1’
Osoita, etté kaikille termeille patee a,, < 2ja ap+1 > anp.

e YO-KO07:10. Jonon (a,, ) termit ovat muotoa a,, = n=1,223,...

Hannu Lehto 10. marraskuuta 2009 Lahden Lyseon lukio — note 1 of slide 5
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Lukujono (a,,) suppenee kohti raja-arvoa a, jos jonon termit a,,
saadaan mielivaltaisen lahelle lukua a, kun n tulee riittavan suureksi.
Merkinta:

lim a, = ataia, — a,kun n — oo
n—aoo

Muussa tapauksessa jono hajaantuu.

1Tasmallinen maaritelma MT13, s. 80 — 82
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Harjoitustehtavia

n
e MT9, s. 122 tehtava 319. Mista n:n arvosta lahtien jonon a,, = 5 ]
n —_—
1

termit poikkeavat jonon raja-arvosta a = 5 vahemman kuin 0,001:n verran?

| _ 2
— ONn raja-arvo —.
32 1 o' 3

2
Ty — §‘ < 107°7 (Vastaus; Arvosta 236 alkaen)

e YO-S87:5 (hieman muutettuna). Lukujonolla x,, =

Mista n:n arvosta alkaen
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e MT9, s. 116 — 119, erityisesti laskusaannot sivulta 117
e Laskutekniikka on vastaava kuin laskettaessa

funktion raja-arvo aarettomyydessa.
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Harjoitustehtavia

e MT9: 322

e MT9: 325

e MT9: 327

e MTO: 336
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: 2 2 L
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® Sarjan suppenemisen
maaritelma

® Sarjan yleisen termin
raja-arvo

e Geometrinen jono

e Geometrinen summa
e Geometrinen sarja

® Yhteenveto

(©.@)
Sarjaa; +as+as+--- = > a, suppenee, jos osasummien jono

(S5 ) suppenee.

n=1
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Osa |: Lukujono

Sarjan suppenemisen maaritelma

Osa ll: Sarjat

e Johdatteleva
esimerkki

® Sarjan suppenemisen
maaritelma

® Sarjan yleisen termin
raja-arvo

e Geometrinen jono

e Geometrinen summa
e Geometrinen sarja

® Yhteenveto

(©.@)
Sarjaa; +as+as+--- = > a, suppenee, jos osasummien jono

n=1

(Sy,) suppenee.Sarjan summa on osasummien jonon raja-arvo, ts.

00
D n =
n=1
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Osa |: Lukujono

Sarjan suppenemisen maaritelma

Osa ll: Sarjat

e Johdatteleva
esimerkki

® Sarjan suppenemisen
maaritelma

® Sarjan yleisen termin
raja-arvo

e Geometrinen jono

e Geometrinen summa
e Geometrinen sarja

® Yhteenveto

Sarjaay +as +as+---

n=1

= ) a, suppenee, jos osasummien jono

(Sy,) suppenee.Sarjan summa on osasummien jonon raja-arvo, ts.

> -

lim S,, =

n—aoo
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Osa |: Lukujono

Sarjan suppenemisen maaritelma

Osa ll: Sarjat

e Johdatteleva
esimerkki

® Sarjan suppenemisen
maaritelma

® Sarjan yleisen termin
raja-arvo

e Geometrinen jono

e Geometrinen summa
e Geometrinen sarja

® Yhteenveto

Sarjaa; +as+as+--- = > a, suppenee, jos osasummien jono

n=1

(Sy,) suppenee.Sarjan summa on osasummien jonon raja-arvo, ts.

Zan—nh_)r%oS —

Muulloin sarja hajaantuu.
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Osa |: Lukujono

Esimerkki

Osa ll: Sarjat

e Johdatteleva
esimerkki

® Sarjan suppenemisen
maaritelma

® Sarjan yleisen termin
raja-arvo

e Geometrinen jono

e Geometrinen summa
e Geometrinen sarja

® Yhteenveto

o
Tutki maaritelman nojalla sarjan )~ In
n=1

n+1

n

suppenemista.
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Esimerkki

Osa |: Lukujono

©.@)
S Tutki maaritelman nojalla sarjan )~ In

e Johdatteleva n=1
esimerkki

® Sarjan suppenemisen
maaritelma n
® Sarjan yleisen termin

raja-arvo 1. Muodosta osasummien jonon yleinen termi .S,, = Z Q.

e Geometrinen jono k=1

* Geometrinen summa 2. Laske raja-arvo lim S,,.

® Geometrinen sarja n—oo

n+1

n

suppenemista.

® Yhteenveto
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Harjoitustehtavia

e MT13: 152

e MT13: 158

e MT13: 162
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Osa |: Lukujono

Sarjan yleisen termin raja-arvo

Osa ll: Sarjat

e Johdatteleva
esimerkki

® Sarjan suppenemisen
maaritelma

® Sarjan yleisen termin
raja-arvo

e Geometrinen jono

e Geometrinen summa
e Geometrinen sarja

® Yhteenveto

o
Jos sarja > a, suppenee, niin lim a, = 0. (Valttamaton ehto

n=1
suppenemiselle)

Todistus.

n—aoo
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Osa |: Lukujono

Sarjan yleisen termin raja-arvo

Osa ll: Sarjat

e Johdatteleva
esimerkki

® Sarjan suppenemisen
maaritelma

® Sarjan yleisen termin
raja-arvo

e Geometrinen jono

e Geometrinen summa
e Geometrinen sarja

® Yhteenveto

o
Jos sarja > a, suppenee, niin lim a, = 0. (Valttamaton ehto

—
n—1 n—00

suppenemiselle)

Todistus.

(©.@)
Seuraus. Jos lim a, # 0, niin sarja > _ a, hajaantuu.

—
Nn—00 n—1
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Osa |: Lukujono

Sarjan yleisen termin raja-arvo

Osa ll: Sarjat

e Johdatteleva
esimerkki

® Sarjan suppenemisen
maaritelma

® Sarjan yleisen termin
raja-arvo

e Geometrinen jono

e Geometrinen summa
e Geometrinen sarja

® Yhteenveto

o
Jos sarja > a, suppenee, niin lim a, = 0. (Valttamaton ehto
n=1 oo

suppenemiselle)

Todistus.

[]
o
Seuraus. Jos lim a, # 0, niin sarja ) _ a, hajaantuu.
n—oeo n=1
Huom. Jos lim a, = 0, niin sarjan suppenemisesta ei voi paatella

- 'y = am mm nﬁ(x}
viela mitaan!
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Osa |: Lukujono

Esimerkki

Osa ll: Sarjat

e Johdatteleva
esimerkki

® Sarjan suppenemisen
maaritelma

® Sarjan yleisen termin
raja-arvo

e Geometrinen jono

e Geometrinen summa
e Geometrinen sarja

® Yhteenveto

Suppeneeko sarja Z

n=1

2n+1
5
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Harjoitustehtavia

e MT13: 201

e MT13: 206
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Osa |: Lukujono

Geometrinen jono

Osa ll: Sarjat

e Johdatteleva
esimerkki

® Sarjan suppenemisen
maaritelma

® Sarjan yleisen termin
raja-arvo

e Geometrinen jono

e Geometrinen summa
e Geometrinen sarja

® Yhteenveto

® dn — a14q

Geometrisessa jonossa on
® 4y+1 = Gpg, MiSSa g on vakio

n—1
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Osa |: Lukujono

Osa ll: Sarjat

e Johdatteleva
esimerkki

® Sarjan suppenemisen
maaritelma

® Sarjan yleisen termin
raja-arvo

e Geometrinen jono

e Geometrinen summa
e Geometrinen sarja

® Yhteenveto

Geometrinen jono

Geometrisessa jonossa on
® 4y+1 = Gpg, MiSSa g on vakio
® Gp = Cblqn_l-

Geometrisen jonon suppeneminen
e Jos—1<qg<1l&|q <1,
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Osa |: Lukujono

Geometrinen jono

Osa ll: Sarjat

e Johdatteleva
esimerkki

® Sarjan suppenemisen
maaritelma

® Sarjan yleisen termin
raja-arvo

e Geometrinen jono

e Geometrinen summa
e Geometrinen sarja

® Yhteenveto

Geometrisessa jonossa on

® 4y+1 = Gpg, MiSSa g on vakio
n—1

® dn — a14q

Geometrisen jonon suppeneminen

e Jos —1 < ¢ < 1 < |¢| < 1, niin geometrinen jono suppenee

ja raja-arvo on 0.

e Jos q = 1,
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Osa |: Lukujono

Geometrinen jono

Osa ll: Sarjat

e Johdatteleva
esimerkki

® Sarjan suppenemisen
maaritelma

® Sarjan yleisen termin
raja-arvo

e Geometrinen jono

e Geometrinen summa
e Geometrinen sarja

® Yhteenveto

® dn — Q14

Geometrisessa jonossa on
® 4y+1 = Gpg, MiSSa g on vakio

n—1

Geometrisen jonon suppeneminen

e Jos —1 < ¢ < 1 < |¢| < 1, niin geometrinen jono suppenee

ja raja-arvo on 0.

e Jos g = 1, niin geom. jono suppenee ja raja-arvo on a.

e Muulloin
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Osa |: Lukujono

Geometrinen jono

Osa ll: Sarjat

e Johdatteleva
esimerkki

® Sarjan suppenemisen
maaritelma

® Sarjan yleisen termin
raja-arvo

e Geometrinen jono

e Geometrinen summa
e Geometrinen sarja

® Yhteenveto

® dn — Q14

Geometrisessa jonossa on
® 4y+1 = Gpg, MiSSa g on vakio

n—1

Geometrisen jonon suppeneminen

e Jos —1 < ¢ < 1 < |¢| < 1, niin geometrinen jono suppenee

ja raja-arvo on 0.

e Jos g = 1, niin geom. jono suppenee ja raja-arvo on a.

e Muulloin geometrinen jono hajaantuu.
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Harjoitustehtavia

e MT9: 324

e MT9: 328
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Osa |: Lukujono

Geometrinen summa

Osa ll: Sarjat

e Johdatteleva
esimerkki

® Sarjan suppenemisen
maaritelma

® Sarjan yleisen termin
raja-arvo

e Geometrinen jono

e Geometrinen summa
e Geometrinen sarja

® Yhteenveto

Sn:a-l-CLQ+aq2+aq3+-.-+aqn—1

Hannu Lehto 10. marraskuuta 2009 Lahden Lyseon lukio — 15/ 18



Osa |: Lukujono

Geometrinen summa

Osa ll: Sarjat

e Johdatteleva
esimerkki

® Sarjan suppenemisen
maaritelma

® Sarjan yleisen termin
raja-arvo

e Geometrinen jono

e Geometrinen summa
e Geometrinen sarja

® Yhteenveto

Sn

a+aq+aq® +ag® + -
n

n—1
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Osa |: Lukujono

Osa ll: Sarjat

e Johdatteleva
esimerkki

® Sarjan suppenemisen
maaritelma

® Sarjan yleisen termin
raja-arvo

e Geometrinen jono

e Geometrinen summa
e Geometrinen sarja

® Yhteenveto

Geometrinen summa

Sp=a+aq+aqg*+ag’ + -
n

k=1
1_ n

:a( Q), kunq # 1
l—gq

n—1

+ aq
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Geometrinen summa

Osa |: Lukujono

| Sp=a+aq+aq® +ag’ + - +ag"”!
Osa |l: Sarjat n

e Johdatteleva kE—1
esimerkki - E : CLC]

® Sarjan suppenemisen k=1

maaritelma
e Sarjan yleisen termin ( o n)
raja-arvo a ]‘

® Geometrinen jono — ) kun q # 1

e Geometrinen summa

e Geometrinen sarja S
mn
® Yhteenveto
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Osa |: Lukujono

Geometrinen sarja

Osa ll: Sarjat

e Johdatteleva
esimerkki

® Sarjan suppenemisen
maaritelma

® Sarjan yleisen termin
raja-arvo

e Geometrinen jono

@ Geometrinen summa
e Geometrinen sarja

® Yhteenveto

0. @)
Geometrinen sarja a + aq + aq® + aq® + - - = Z g
n=1

0

suppenee, joss. —1 < ¢ < 1, jolloin sen summaon S = ] .
—q

Todistus.
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Osa |: Lukujono

Esimerkki

Osa ll: Sarjat

e Johdatteleva
esimerkki

® Sarjan suppenemisen
maaritelma

® Sarjan yleisen termin
raja-arvo

e Geometrinen jono

@ Geometrinen summa
e Geometrinen sarja

® Yhteenveto

©.@)

1. Milla muuttujan z arvoilla sarja Z (1 — 2x)" suppenee?

Mika talléin on sarjan summa?

n=1
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Osa |: Lukujono

Esimerkki

Osa ll: Sarjat

e Johdatteleva
esimerkki

® Sarjan suppenemisen
maaritelma

® Sarjan yleisen termin
raja-arvo

e Geometrinen jono

@ Geometrinen summa
e Geometrinen sarja

® Yhteenveto

>0
1. Milla muuttujan z arvoilla sarja Z (1 — 2x)" suppenee?

n=1
Mika talléin on sarjan summa?

2. Ratkaise yhtalo 1 + 2x + 4z + 823 + 162* + - - - = 5.
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Harjoitustehtavia

e MT13:17/3

e MT13:174

e MT13:17/8

e MT13: 181

e MT13: 183

e MT13: 185

e +MT13: 189
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Osa |: Lukujono

Yhteenveto

Osa ll: Sarjat

e Johdatteleva
esimerkki

® Sarjan suppenemisen
maaritelma

® Sarjan yleisen termin
raja-arvo

e Geometrinen jono

@ Geometrinen summa
e Geometrinen sarja

® Yhteenveto

0. @)

Sarjan ) a, suppenemisen tutkiminen
n=1

Onko geometrinen?

Onko lim a,, = 0

Laske S,

Onko lim S,
olemassa?

Suppenee

Hajaantuu

Suppenee

Hajaantuu

Hajaantuu
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