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Osa I: Lukujono
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Lukujonon maéaritelma

e MT9,s. 78 —82

Funktio f : Z, — R on paattyméaton lukujono.
Lukujonon yleinen termi on a,, = f(n).
Lukujonon merkinta: (a,).
Lukujono voidaan esittaa

e Luettelona: 2,6, 18, 54,162, . ..

e Funktiomuodossa: a,, = 2 - 3"~ !

e . a1 = 2
e Rekursiivisesti:
60 Ont1 =30, N E 7L
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Lukujonon monotonisuus

e MTY9, s. 87

Lukujono (a,,) on
e aidosti kasvava, jos a,, < Gp41,

e kasvava, j0s an, < Apit1,
e aidosti vaheneva, jos a,, > an41,

e vdhenevd, jos a, > ap41.
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Lukujonon monotonisuuden tutkiminen
e MT9, s. 88

Lukujonon a,, = f(n) monotonisuutta voidaan tutkia tarkastelemalla
1. erotusta a,+1 — ap,

Qn

+l , mikéli jonon kaikki termit ovat positiivisia,
Qn

2. osamaaraa

Esimerkkeja.
1. YO-K88 tehtava 7

2. YO-KO7 tehtava 10

3. funktiota f(x), = € R Az > 1, mikali f(x) on madritelty ja derivoituva, kun z > 1.
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Lukujonon raja-arvon maaritelma

e MTY9,s. 1152

an an an . 4 ap

Lukujono (a,,) suppenee kohti raja-arvoa a, jos jonon termit a,, saadaan mielivaltaisen lahelle lukua a, kun n
tulee riittdvan suureksi. Merkinta:

lim a, = ataia, — a,kunn — oo
n—oo

Muussa tapauksessa jono hajaantuu.
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aTasmallinen maaritelma MT13, s. 80 — 82
Lukujonon raja-arvon laskeminen
e MT9, s. 116 — 119, erityisesti laskusaannét sivulta 117
e | askutekniikka on vastaava kuin laskettaessa funktion raja-arvo aarettomyydessa.
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http://www.edu.lahti.fi/~lyma/Monisteet/Maa13/maa13_1.pdf

Osa llI: Sarjat 8/18

Johdatteleva esimerkKi
Laske "aareton summa” 2 + 1 + % + i + % + .-,

Muodostetaan osasummien jono:

S1=2
52:2—}—1
S3=2+1+3

' 1
Sn:2+1+§+---+2-<—

Jos yhteenlaskettavien maara n — oo, niin
2(1-(3)" 2

2200 2,

_ - N

joka on "aarettbman summan” arvo eli sarjan summa.
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Sarjan suppenemisen maaritelma
o0
Sarjaa; + az +as+--- = Y. a, suppenee, jos osasummien jono (S, ) suppenee.Sarjan summa on
n=1
osasummien jonon raja-arvo, ts.
o n
ap = li = li = 5.
2 an = Jim 5o = lim ) a=$
Muulloin sarja hajaantuu.
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Esimerkki
oo
Tutki maéritelman nojalla sarjan > In ”T“ suppenemista.
n=1
n
1. Muodosta osasummien jonon yleinen termi S,, = > ay.
k=1
2. Laske raja-arvo lim .S,,.
n—oo
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Sarjan yleisen termin raja-arvo

o0
Jos sarja Y a,, suppenee, niin lim a, = 0. (Valttamé&ton ehto suppenemiselle)
n=1 n—oo

Todistus.

|
o0
Seuraus. Jos lim a,, # 0, niin sarja Y a,, hajaantuu.
n—oo n=1
Huom. Jos lim a, = 0, niin sarjan suppenemisesta ei voi paatella viela mitaan!
n—oo
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Esimerkki
[e.e]
2n+1
Suppeneeko sarja ?
pp )
n=1
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Geometrinen jono

Geometrisessa jonossa on
® ap41 = apg, Missé g on vakio

o a, =aq" L.

Geometrisen jonon suppeneminen
e Jos —1 < ¢ < 1< |gq| < 1, niin geometrinen jono suppenee ja raja-arvo on 0.
e Jos ¢ = 1, niin geom. jono suppenee ja raja-arvo on a.
e Muulloin geometrinen jono hajaantuu.

14718
Geometrinen summa
Sp=a+aq+aq®+aqg®+---+ag !
n
=3 ag"!
k=1
a(l—qg"
( ), kungq #£ 1
1 —
Sn,=na, kungqg=
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Geometrinen sarja
o
Geometrinen sarja a + aq + aq2 + aq3 4+ = Z aq”’1 suppenee, joss. —1 < ¢ < 1, jolloin sen summa
n=1
a
onS = .
l—¢q
Todistus.
O
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Esimerkki
o0
1. Mill& muuttujan x arvoilla sarja Z (1-— 23:)" suppenee? Mika tallin on sarjan summa?
n=1
2. Ratkaise yhtalo 1 + 2z + 422 + 82° 4+ 16z* + .- = 5.
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Yhteenveto

o
Sarjan Y a, suppenemisen tutkiminen
n=1

Onko geometrinen?

Onko lim S,
olemassa?
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