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Keskimaarainen muutosnopeus

Lampdpumpuilla vuosittain Suomessa tuotettu energia y(7'.J)?
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Keskimaarainen vuotuinen muutosnopeus vuosina 1980-2005

Ay 5610
— = —— & 220(TJ/vuosi
Ax 25 ( )
on sekantin kulmakerroin.
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#Lahde: Tilastokeskus
Hetkellinen muutosnopeus
Lampopumpuilla vuosittain Suomessa tuotettu energia y(7'.J)
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Hetkellinen muutosnopeus vuonna 2005 on kohtaan x = 2005 piirretyn tangentin kulmakerroin
Ay 7000
k= — = —— =~ 1200(TJ/vuosi).
Ax 6 ( )
Edella suoritettiin graafinen derivointi.
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Erotusosamaara

Tarkastellaan funktiota y = f(z). Valitaan kuvaajalta kaksi pistetta (xq, f(zo)) ja (z, f(z)), © # zo.

f(z)

f(zo)

sekantin k = A— =
=X,

erotusosamaara kohdassa x
Funktion arvojen keskimadrainen muutosnopeus valilla [z, x].
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Derivaatta
Tutkitaan, mité tapahtuu, kun x — xg.
f(z)
f(zo)
i) x
Sekantti kaantyy tangentiksi, jonka kulmakerroin on
x)— f(x
i L0 = FG0) _
T—T0 T — Xg
Funktion f derivaatta kohdassa xg
Funktion f hetkellinen muutosnopeus kohdassa g
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Derivaatta

Maaritelm& 1. Funktion y = f(x) derivaatta kohdassa x on

mikali raja-arvo on olemassa. Talléin f on derivoituva kohdassa x.

Esimerkki 1. Olkoon f(z) = x2. Maarita f/(1)
a) laskimella,
b) derivaatan méaéritelman avulla.

Esimerkki 2. Olkoon f(x) = /x. Maérita f'(2).
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Derivoituvuus graafisesti
Funktio f on derivoituva kohdassa x, jos tdhan kohtaan voidaan piirtaa yksikasitteinen tangentti, jolla on
kulmakerroin.
Ovatko seuraavat funktiot derivoituvia kohdassa xg?
T I
| A l
o / o o
Ei yksikasitteista tangenttia (terava karki) Ei yksikasitteista tangenttia (epajatkuvuuskoh- Yksikasitteinen tangentti, mutta pystysuora,
ta) jolla ei ole kulmakerointa
7113
Derivoituvuus graafisesti
Esimerkki. Tutki graafisesti, onko funktio
Flz) = 2¢ -1, z<1
- r, T>1
derivoituva kohdassa x = 1.
Funktio ei ole derivoituva kohdassa x = 1, koska kuvaajassa on kohdassa x = 1 terava karki.
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Derivoituvuus analyyttisesti

Esimerkki. Tutki analyyttisesti (maéaritelmén nojalla), onko funktio

Flz) = 22+z+1, <0
T 222 +24+1, >0

derivoituva kohdassa x = 0.

py J@—fO) 2 tat 1o P40+ 1)
r—0— z—0 z—0— 9 x
= Jim T =1= 00
GO () . 22 +x+1—(02+0+1)
z—0+ z—0 z—0+ 9 x
. —2z° +x
= Jm = 1= 0

Koska f'(0—) = f’(0+), niin f on derivoituva kohdassa = = 0, ja f'(0) = 1.
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Derivoituvuus analyyttisesti
Esimerkki jatkuu.
|
y:7§2w2+m+;1
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Derivoituvuus ja jatkuvuus
Lause 1. Jos funktio on derivoituva, niin se on myds jatkuva.
Huomautus. Kaéanteinen lause ei ole voimassa. Keksi funktio, joka on jatkuva, mutta ei derivoituva.
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Derivaattafunktio

Esimerkki. Maarita funktion f(z) = 22 derivaatta kohdassa . Laske myés f'(4)

— 2 _ 2 —
lim M — lim 270 = gy (z — zo)(x + 20) = lim (z 4 xo) = 2z9 = f'(xo)
T—x0 r — X T—To T — X T—x0 T — X0 T—x0

Merkitsemalla z:aa x:lla saadaan derivaatta(funktio) f'(z) = 2.
Fl(4)=2-4=38

d d
Merkintja. f'=Df = d_f = d_y =
x T

Derivaattafunktion f” arvo f’(z) on funktion derivaatta kohdassa x.
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Derivointisaantoja
1. De = 0, con vakio
2. Dx=1
3. Dx" =na"tn€Zn>2
Olkoot f ja g derivoituvia.
4. D (cf(z)) = cf'(x), c on vakio (vakion siirtosaants)
5. D (f(z) +g(z)) = f'(z) + ¢'(x) (summan derivointi)
6. D(f(z)g(z)) = f'(z)g(x) + f(x)g'(z) (tulon derivointi)
/ _ ’
7. Df(x) = F(@)g(@) g(x)g (x)’ g(z) # 0 (osaméaéaran derivointi)
g(x) g(x)
8. Df(z)" =nf(x)" 1f'(z), n€Z,n>2
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