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Huom. Funktiolla on raja-arvo kohdassa x = 2, vaikka funktiota ei

ole maaritelty kohdassa r = 2!
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Funktion raja-arvo

Olkoon funktio f maaritelty kohdan x = x¢ molemmilla puolilla
valilla [zg — 7, zg 4+ 7| , 7 > 0 mahdollisesti kohtaa z
lukuunottamatta.

Funktiolla f on kohdassa x( raja-arvo a, jos muuttujan x
lahestyessa rajatta xg:aa kummalta puolelta tahansa funktion f
arvot lahestyvat a:ta.

Siis tulemalla riitavan lahelle lukua xg funktion arvot tulevat
mielivaltaisen lahelle a:ta.
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Raja-arvon laskusaannot

® e Olkoon lim f(x) =aja lim g(x) = bja c vakio. Silloin on
T— X0 T— X0
® Raja-arvo graafisesti
e Funktion raja-arvo - —
® Raja-arvon 1 Ccligclo(cf(x)) - Ca,
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e Raja-arvon .
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Raja-arvon laskeminen

® Raja-arvo e Polynomifunktion raja-arvo

numeerisesti
® Raja-arvo graafisesti

® Funktion raja-arvo . ( ) — ( )
o p{E) = Pl
laskusaannot
e Raja-arvon
laskeminen

e Paloittain maaritellyn
funktion raja-arvo
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® Raja-arvo
numeerisesti

® Raja-arvo graafisesti

e Funktion raja-arvo

e Raja-arvon
laskusaannot

e Raja-arvon
laskeminen

e Paloittain maaritellyn
funktion raja-arvo

Raja-arvon laskeminen

e Polynomifunktion raja-arvo

lim p(x) = p(zo)

T—X0
| o oplx) |
e Rationaalifunktion —( ) raja-arvo kohdassa x, jossa
q(x
o q(xo) # O:
L p@) _ plxo)
z—zo q(x)  q(o)
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Raja-arvon laskeminen

e Polynomifunktion raja-arvo

lim p(x) = p(zo)

T—X0
| . . plr) . |
e Rationaalifunktion ﬁ raja-arvo kohdassa x(, jossa
q(x
o q(xo) # O:
L p@) _ plxo)

w0 q(x)  q(zo)

o q(xp) = 0: pyritaén supistamaan muotoon, joka on
maaritelty kohdassa x.
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Raja-arvon laskeminen

® Raja-arvo o 2

numeerisesti 1. hm (x — 337 —|— ].)
. - r—2

® Raja-arvo graafisesti

e Funktion raja-arvo

e Raja-arvon
laskusaannot

e Raja-arvon
laskeminen

e Paloittain maaritellyn
funktion raja-arvo
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® Raja-arvo
numeerisesti

® Raja-arvo graafisesti

e Funktion raja-arvo

e Raja-arvon
laskusaannot

e Raja-arvon
laskeminen

e Paloittain maaritellyn
funktion raja-arvo

Raja-arvon laskeminen

1. lim (a:2 — 3x + 1)

r—2

x4
2. im ————

r—1 3x — 0
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funktion raja-arvo

Raja-arvon laskeminen

1. lim (a:2 — 3x + 1)

r—2
x4
2. im ————
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® Raja-arvo
numeerisesti

® Raja-arvo graafisesti

e Funktion raja-arvo

e Raja-arvon
laskusaannot

e Raja-arvon
laskeminen

e Paloittain maaritellyn
funktion raja-arvo

Raja-arvon laskeminen

1. lim (a:2 — 3x + 1)

r—2
x4
2. im ————
r—1 3x — 0
x4
3. im ———
r—2 3x — 0

1
4, lim (1 ——) :(xz—1)
x—1 X
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® Raja-arvo
numeerisesti

® Raja-arvo graafisesti

e Funktion raja-arvo

e Raja-arvon
laskusaannot

e Raja-arvon
laskeminen

e Paloittain maaritellyn
funktion raja-arvo

Raja-arvon laskeminen

1. lim (a:Q — 3x + 1)

r—2
x4
2. im ————
r—1 3x — 0
x4
3. im ———
r—2 3x — 0

1
4, lim (1 ——) : (z—1)
x—1 X

oV —1-—-2
5. lim

r—D T —95
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Paloittain maaritellyn funktion raja-arvo

® Raja-arvo

numeerisesti c . _2 2 3 < ].
t Esimerkki 1. Olkoon f(z) = { T+, r s

e Funktion raja-arvo —T + 27 xr > 1
® Raja-arvon raja-arvoja a) llné f(ZC) ja b) lllri f(aj)
x— AN

laskusaannot

e Raja-arvon
laskeminen

e Paloittain maaritellyn

funktion raja-arvo

. Tutki

® Raja-arvo graafisesti
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Paloittain maaritellyn funktion raja-arvo

® Raja-arvo

numeerisesti c . _2 2 3 < ].
t Esimerkki 1. Olkoon f(z) = { T+, r s

e Funktion raja-arvo —T + 27 xr > 1
® Raja-arvon raja-arvoja a) llné f(ZC) ja b) lllri f(aj)
x— AN

laskusaannot
e Raja-arvon
laskeminen

e Paloittain méaaritellyn a) hm f(x) -

funktion raja-arvo r—3

. Tutki

® Raja-arvo graafisesti
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Paloittain maaritellyn funktion raja-arvo

® Raja-arvo

numeerisesti c . _2 2 3 < ].
t Esimerkki 1. Olkoon f(z) = { S st

— . Tutki
rvog =) - 4y 4 =
e Funktion raja-arvo

o Raja-arvon raja-arvoja a) lim f(x)jab) lim f(x).
laskusaannot rx—3 r—1

e Raja-arvon
laskeminen
e Paloittain méaéritellyn a) lim f(x) — lim (_x + 2)

funktion raja-arvo r—3 r—3

® Raja-arvo graafisesti
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Paloittain maaritellyn funktion raja-arvo

® Raja-arvo

numeerisesti c . _2 2 3 < ].
t Esimerkki 1. Olkoon f(z) = { T+, r s

e Funktion raja-arvo —T + 27 xr > 1
® Raja-arvon raja-arvoja a) llné f(ZC) ja b) lllri f(aj)
x— AN

laskusaannot
e Raja-arvon
laskeminen

e Paloittain méaéritellyn a) lim f(x) — hm(_x . 2) —a + 2= —1

funktion raja-arvo r—3 r—3

. Tutki

® Raja-arvo graafisesti
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Paloittain maaritellyn funktion raja-arvo

® Raja-arvo 2
anvoe. —2z¢+3, <1
numeerisesti : : o ’ o~ :
o R aruo rasfisest Esimerkki 1. Olkoon f(x) = { 249 2> . Tutki
e Funktion raja-arvo ) ] . . . 7
o Raja-arvon raja-arvoja a) lim f(x)jab) lim f(x).
laskusaannot rx—3 r—1
e Raja-arvon
laskeminen
e Paloittain maaritellyn : — | _ — — =
funktion raja-arvo a) }}i}r:lg f(x) }}E{é( & —|_ 2) 3 —|_ 2 1
b) lim f(z) =
r—1—
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® Raja-arvo
numeerisesti

® Raja-arvo graafisesti

e Funktion raja-arvo

e Raja-arvon
laskusaannot

e Raja-arvon
laskeminen

e Paloittain maaritellyn
funktion raja-arvo

Paloittain maaritellyn funktion raja-arvo

—272 + 3, <1
—x+2, z>1
raja-arvoja a) lir% f(x) jab) lin% f(x).
r— r—

Esimerkki 1. Olkoon f(x) = { . Tutki

2) i jiles)) = (= 4= 2) = =3 4= 2 = =l

r—3 r—3

b) lim f(x)= lim (—2z2°+3) =

r—1— r—1—
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Paloittain maaritellyn funktion raja-arvo

® Raja-arvo 2
anvo 2z +3, =<1

numeerisesti . . 9 - .

. . Esimerkki 1. Olkoon f(x) = . Tutki
olljaji-:rvoqraaﬂsesn f ( ) { —7 _|_ 27 T > 1
® Funktion raja-arvo .
® Raja-arvon raja-arvoja a) lim f(x)jab) lim f(x).
o o o
laskeminen
s | ¥ I fl@) = lm(—e +2) = =3+ 2= -1

b) lim f(z) = lim (—-22°+3)=1

r—1— r—1—
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Paloittain maaritellyn funktion raja-arvo

® Raja-arvo 2
anvo —2x¢+3, <1
numeerisesti o o 9 - o
. - Esimerkki 1. Olkoon 7 (x) = . Tutki
olljaji-:rvoqraaﬂsesn f ( ) { —7 _|_ 27 T > 1
® Funktion raja-arvo R
® Raja-arvon raja-arvoja a) lim f(x)jab) lim f(x).
o o o
laskeminen
s | ¥ I fl@) = lm(—e +2) = =3+ 2= -1
b) lim f(z) = lim (—-22°+3)=1
gp=>1l= gp=>1l=
lim f(x) =
lim_ f()
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Paloittain maaritellyn funktion raja-arvo

® Raja-arvo 2
numeerisesti c c _233 —|— 3 X S ]. ;
o o g Esimerkki 1. Olkoon f(x) = { e 2: o . Tutki
e Raja-arvon raja-arvoja a) lim f(z)jab) lim f(x).
e o= =
laskeminen
s | ¥ I fl@) = lm(—e +2) = =3+ 2= -1
b) lim f(z) = lim (—-22°+3)=1

r—1— r—1—

I — it (=27 == Al —

A S = I et
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Paloittain maaritellyn funktion raja-arvo

® Raja-arvo 2
numeerisesti c c _233 —|— 3 X S ]. ;
o o g Esimerkki 1. Olkoon f(x) = { e 2: o . Tutki
e Raja-arvon raja-arvoja a) lim f(z)jab) lim f(x).
e o= =
laskeminen
s | ¥ I fl@) = lm(—e +2) = =3+ 2= -1
b) lim f(z) = lim (—-22°+3)=1

T—1— rT—1—

I = lim (— 2 ="1

A S = I et
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Paloittain maaritellyn funktion raja-arvo

® Raja-arvo 2
numeerisesti c c _233 —|— 3 X S ]. ;
o o g Esimerkki 1. Olkoon f(x) = { e 2: o . Tutki
e Raja-arvon raja-arvoja a) lim f(z)jab) lim f(x).
e o= =
laskeminen
s | ¥ I fl@) = lm(—e +2) = =3+ 2= -1
b) lim f(z) = lim (—-22°+3)=1

T—1— rT—1—

I = lim (— 2 ="1

A f) = o (e 2

Koska lir{1 fx) = 1ir{1+f(a:) = 1, niin
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Paloittain maaritellyn funktion raja-arvo

® Raja-arvo 2
numeerisesti c c _233 —|— 3 X S ]. ;
o o g Esimerkki 1. Olkoon f(x) = { e 2: o . Tutki
e Raja-arvon raja-arvoja a) lim f(z)jab) lim f(x).
e o= =
laskeminen
s | ¥ I fl@) = lm(—e +2) = =3+ 2= -1
b) lim f(z) = lim (—-22°+3)=1

T—1— rT—1—

I = lim (— 2 ="1

A f) = o (e 2

Koska lir{1 fx) = 1ir{1+f(a:) =1, niinlim1 flx)=1
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Paloittain maaritellyn funktion raja-arvo

® Raja-arvo 2
numeerisesti c c _233 —|— 3, X S ]. ;
:Sjjnit:z{;;ajjjsn Esimerkki 1. Olkoon f(z) = { 12 251 . Tutki
o Raja-arvon raja-arvoja a) lim f(x)jab) lim f(x).
S o ol
laskeminen
s | ¥ I fl@) = lm(—e +2) = =3+ 2= -1
b) lim f(z) = lim (—-22°+3)=1

T—1— Tz—1—

i = i — 2) =1

A f) = o (e 2

Koska lim f(x)= lim f(x) =1, niinlim f(x) =1

T—1— z—1+ rz—1
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Paloittain maaritellyn funktion raja-arvo

® Raja-arvo |3£U o 9|
numeerisesti . . .

® Raja-arvo graafisesti ESImerkkl 2. hm 2

e Funktion raja-arvo

e Raja-arvon
laskusaannot

e Raja-arvon
laskeminen

e Paloittain maaritellyn
funktion raja-arvo
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Paloittain maaritellyn funktion raja-arvo

® Raja-arvo |3£U _ 9|

numeerisesti Esimerkki 2. lim
e Raja-arvo graafisesti 7—3 332 — 9

e Funktion raja-arvo
e Raja-arvon
laskusaannot

® Raja-arvon |3:Ij o 9| -
laskeminen

e Paloittain maaritellyn
funktion raja-arvo
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® Raja-arvo
numeerisesti

® Raja-arvo graafisesti

e Funktion raja-arvo

e Raja-arvon
laskusaannot

e Raja-arvon
laskeminen

e Paloittain maaritellyn
funktion raja-arvo

Paloittain maaritellyn funktion raja-arvo

| | .3z =9
Esimerkki 2. lim
r—3 2 —9

—3r+9, kun <3

3z — 9] = 3r—9, kun x> 3
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® Raja-arvo
numeerisesti

® Raja-arvo graafisesti

e Funktion raja-arvo

e Raja-arvon
laskusaannot

e Raja-arvon
laskeminen

e Paloittain maaritellyn
funktion raja-arvo

Paloittain maaritellyn funktion raja-arvo

| | .3z =9
Esimerkki 2. lim
r—3 2 —9

|3x—9|:{ —3r+9, kun <3

3r—9, kun x> 3

floy = B2

x2—9
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Paloittain maaritellyn funktion raja-arvo

® Raja-arvo 3
anvoe. _ _ , z —9
nume-erlsestl L Esimerkki 2. lim ’ ’
® Raja-arvo graafisesti J— 332 o 9
e Funktion raja-arvo
e Raja-arvon
laskusaannat 3 9| — —3x =+ 97 kun = <3
® Raja-arvon | Xr — | - 3 9 K > 3
laskeminen r — J, un x =~
e Paloittain maaritellyn
funktion raja-arvo ( _333 _|_ 9
2 g kun x <3 Az # -3
13z — 9|
z° =9 3z — 9
2—, kun x > 3
\ x4 —9
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Paloittain maaritellyn funktion raja-arvo

® Raja-arvo 3
anvoe. _ _ , z —9
nume-erlsestl L Esimerkki 2. lim ’ ’
® Raja-arvo graafisesti J— 332 o 9
e Funktion raja-arvo
e Raja-arvon
laskusaannat 3 9| — —3x =+ 97 kun = <3
® Raja-arvon | Xr — | - 3 9 K > 3
laskeminen r — J, un x =~
e Paloittain maaritellyn
funktion raja-arvo ( _333 _|_ 9
2 g kun x <3 Az # -3
13z — 9|
z° =9 3z — 9
2—, kun x > 3
\ x4 —9

lim f(x) =

r—3—
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® Raja-arvo
numeerisesti

® Raja-arvo graafisesti

e Funktion raja-arvo

e Raja-arvon
laskusaannot

e Raja-arvon
laskeminen

e Paloittain maaritellyn
funktion raja-arvo

Paloittain maaritellyn funktion raja-arvo

\3:1:—9|:{

f(x)

lim

kun <3 Ax# -3

kun = > 3

. . . [3x =9
Esimerkki 2. lim >
r—3 x°—9
—3r+9, kun <3
3r—9, kun x> 3
( —3x+9
_ B9 z?2—9 "
22 =9 ] 35_9
\ 5132—9’
)= oy —2 =)
z—3— (x — 3)(x + 3)

r—3—
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® Raja-arvo
numeerisesti

® Raja-arvo graafisesti

e Funktion raja-arvo

e Raja-arvon
laskusaannot

e Raja-arvon
laskeminen

e Paloittain maaritellyn
funktion raja-arvo

Paloittain maaritellyn funktion raja-arvo

Esimerkki 2. lim

13z — 9|

r—3 2 —9

\3:1:—9|:{

—3r+9, kun <3
3r—9, kun x> 3

( =3z +9
2x+ , kun <3 Az F# -3
3z — 9 = —9
T 59 kun > 3
— x
\ z2 —9’
lim f(x) = lim —3w—3) _ lim S

r—3—

z—3— (x — 3)(x + 3) 23— 43
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Paloittain maaritellyn funktion raja-arvo

e | o |3z —9
o o Esimerkki 2. lim
® Raja-arvo graafisesti 7—3 ZIZ’2 _ 9
° Fur_1ktion raja-arvo
,}%3{;;;;1‘;’; 32— 9| = —3x+9, kun <3
askeminen 3r—9, kun z >3
e Paloittain maaritellyn
funktion raja-arvo ( _333 _|_ 9
5 , kun <3 Az F# -3
_ v —9
13z — 9|
z° =9 39 .y
— un I
\ 5132 — 9’
—3(x — 3) -3 —1
lim f(x) = lim = lim = —
r—3— f( ) r—3— (33 — 3) (33 + 3) r—3— T + 3 2
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® Raja-arvo
numeerisesti

® Raja-arvo graafisesti

e Funktion raja-arvo

e Raja-arvon
laskusaannot

e Raja-arvon
laskeminen

e Paloittain maaritellyn

funktion raja-arvo

Paloittain maaritellyn funktion raja-arvo

| | .3z =9
Esimerkki 2. lim
r—3 2 —9

32— 9| = —3r+9, kun <3
o 3 —9, kun z >3

( —3x+9
2x+ , kun <3 Az F# -3
3z — 9 = —9
v oY kun > 3
— x
\ 72 —9’
—3(z — — —1
lim f(x) = lim 3z = 3) = lim A
r—3— z—3— (r —3)(x+3) 2—3—x+3 2

lim f(x) =

r—3+

Hannu Lehto 13. lokakuuta 2010

Lahden Lyseon lukio —9/10



® Raja-arvo
numeerisesti

® Raja-arvo graafisesti

e Funktion raja-arvo

e Raja-arvon
laskusaannot

e Raja-arvon
laskeminen

e Paloittain maaritellyn

funktion raja-arvo

Paloittain maaritellyn funktion raja-arvo

| | .3z =9
Esimerkki 2. lim
r—3 2 —9

32— 9| = —3r+9, kun <3
o 3 —9, kun z >3

( -3z +9
2x+ , kun <3 Az F# -3
3z — 9 = —9
T 59 kun > 3
x
\ z2 —9’
_3(x — - 1
lim f(x) = lim 3z = 3) = lim A
r—3— z—3— (r —3)(x+3) 2—3—x+3 2
. . 3(x —3)
1 — ] _
S fle) = lm o g
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® Raja-arvo
numeerisesti

® Raja-arvo graafisesti

e Funktion raja-arvo

e Raja-arvon
laskusaannot

e Raja-arvon
laskeminen

e Paloittain maaritellyn

funktion raja-arvo

Paloittain maaritellyn funktion raja-arvo

| | .3z =9
Esimerkki 2. lim
r—3 2 —9

\3x—9|:{ —3r+9, kun <3

3r—9, kun x> 3

( —3x+9
2x+ , kun <3 Az F# -3
3z — 9 = —9
T 59 kun > 3
x
\ z2 —9’
_3(x — . 1
lim f(x) = lim 3z = 3) = lim A
r—3— z—3— (r —3)(x+3) 2—3—x+3 2
3(x — 3 3
lim f(x) = lim (z—3) = lim —
r—3+ z—3+ (r —3)(x+3) 2—3+x+3
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Paloittain maaritellyn funktion raja-arvo

umearisest . o 3z =9
o - Esimerkki 2. lim
® Raja-arvo graafisesti 7—3 ZIZ’2 _ 9
e Funktion raja-arvo
o e —3x+9, kun =<3
laskusaannot . Y
S 3z —9] = { 3r —9, kun z >3
e Paloittain maaritellyn
funktion raja-arvo ( _3 9
2x+ , kun <3 Ax# -3
3z — 9 = =9
v R kun > 3
, kun «
\ 12 — 9
—3(z — 3 3 -1
lim f(x) = lim (x = 3) im = —
r—3— z—3— (r —3)(x+3) 2—3—x+3 2
3(x —3 3 1
lim f(x) = lim (z—3) = lim = —
r—3+ z—3+ (xr —3)(x +3) =z—3+x+3 2
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Paloittain maaritellyn funktion raja-arvo
umearisest . o B3 =9
o . Esimerkki 2. lim
® Raja-arvo graafisesti 7—3 332 _ 9
e Funktion raja-arvo
o oo —3x+9, kun <3
laskusaannot . Y
e B =9 = { 30-9, kun @ >3
e Paloittain maaritellyn
funktion raja-arvo _ 3 9
;H_ , kun <3 Az F# -3
32 — 9 s —9
o R kun > 3
, kun x
\ 5132 —9
—3(z —3 -3 -1
lim f(x) = lim (x = 3) im = —
r—3— z—3— (r —3)(x+3) 2—3—x+3 2
3(x —3 3 1
lim f(x)= lim (z—3) = lim = —
r—3+ z—3+ (xr —3)(x +3) =z—3+x+3 2
Koska lim f(x)# lim f(x), niin
T—3— r—3+
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Paloittain maaritellyn funktion raja-arvo
mumoarsest | o |3z =9
o . Esimerkki 2. lim
® Raja-arvo graafisesti 7—3 332 _ 9
e Funktion raja-arvo
o oo —3x+9, kun <3
laskusaannot . Y
T 3 =91 = { 3-9, kin o3>3
e Paloittain maaritellyn
funktion raja-arvo _ 3 9
;H_ , kun <3 Az F# -3
32 — 9 s —9
o Y kun > 3
, kun x
\ 5132 —9
—3(z—3 -3 -1
lim f(x) = lim (x = 3) im = —
r—3— z—3— (r —3)(x+3) 2—3—x+3 2
28 — & 3 1
lim f(x)= lim (z—3) = lim = —
r—3+ z—3+ (xr —3)(x +3) =z—3+x+3 2
Koska lim f(x)# lim f(x), niin lim f(x) ei olemassa.
r—3— r—3+ r—3
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Paloittain maaritellyn funktion raja-arvo

® Raja-arvo Esimerkki 2 jatkuu

numeerisesti
® Raja-arvo graafisesti

e Funktion raja-arvo

e Raja-arvon
laskusaannot

e Raja-arvon
laskeminen

e Paloittain maaritellyn
funktion raja-arvo

Hannu Lehto 13. lokakuuta 2010 Lahden Lyseon lukio — 10/ 10



	Raja-arvo numeerisesti
	Raja-arvo graafisesti
	Funktion raja-arvo
	Raja-arvon laskusäännöt
	Raja-arvon laskeminen
	Paloittain määritellyn funktion raja-arvo

