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Raja-arvo numeerisesti

: : xt—4 .
Tutkitaan funktion f(z) = 5 anvoja, kun z lahestyy lukua 2.
1‘ p—

X f(x) X f(x)

1,9 3,9 2,1 4,1

1,99 3,99 2,01 | 4,01

1,999 | 3,999 2,001 | 4,001

l ! ! l

2- 4 2+ 4
x lahestyy lukua 2 vasemmalta, funktion vasem- x lahestyy lukua 2 oikealta, funktion oi-
manpuolinen raja-arvo kohdassa x = 2 on (ilmei- keanpuolinen raja-arvo kohdassa x = 2 on
sesti!) 4. (ilmeisesti!) 4.

Funktion f raja-arvo kohdassa x = 2 on 4.
f(z) = 4, kunx — 2

lim f(z) =4
x—)2
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Raja-arvo graafisesti

1‘ J—
Tutkitaan funktion f(z) = arvoja, kun z lahestyy lukua 2.
x
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L i =

T—2—

lirg f(z)=4el f(zr) — 4,kun x — 2—

(Funktion vasemmanpuolinen raja-arvo kohdassa x = 2 on 4.)
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lim f(z)=4eli f(z) — 4,kunx — 2+
r—2+

(Funktion oikeanpuolinen raja-arvo kohdassa x = 2 on 4.)
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r—2

lir%f(x) =4eli f(x) = 4,kunz — 2
Tr—
(Funktion raja-arvo kohdassa « = 2 on 4.)
Huom. Funktiolla on raja-arvo kohdassa = = 2, vaikka funktiota ei ole maaritelty kohdassa r = 2!
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Funktion raja-arvo

Olkoon funktio f méaéritelty kohdan x = xy molemmilla puolilla valilla [zg — 7, z¢ + r|,r > 0 mahdollisesti
kohtaa xg lukuunottamatta.

Funktiolla f on kohdassa x raja-arvo a, jos muuttujan x lahestyessa rajatta xg:aa kummalta puolelta tahansa
funktion f arvot lahestyvat a:ta.

Siis tulemalla riitavan lahelle lukua xg funktion arvot tulevat mielivaltaisen lahelle a:ta.
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Raja-arvon laskusaannot

Olkoon lim f(z) =aja lim g(x) = b ja c vakio. Silloin on
T—xTQ

T—T0

1. lim (ef(x)) = ca,

T—xo

2. lim (f(x) 4+ g(z)) =a+b,

T—xo

3. lim (f(x)g(x)) = ab,

T—To

o tim L% 29 hinb 20
v—zo g(z) b
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Raja-arvon laskeminen

e Polynomifunktion raja-arvo
lim p(x) = p(zo)

T—T0o

p(z)

e Rationaalifunktion —= raja-arvo kohdassa x, jossa

q(x)

o q(zo) # 0
p(z)  p(zo)

v—zo q(z)  q(z0)

o q(xp) = 0: pyritaén supistamaan muotoon, joka on madritelty kohdassa x.
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Raja-arvon laskeminen

1. lim (2% — 3z +1)

$—)2

. 22— 4
2. lim
z—131x — 6

o224
3. lim
z—2 31 — 6

a. ii_}ml<1—%>:(x—1)
Vi —1-2

5 lim —
r—5 r—5
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Paloittain maaritellyn funktion raja-arvo

—222 <1
Esimerkki 1. Olkoon f(z) = { xx i ;’ i 1 Tutki raja-arvoja a) lin% f(z) jab) liml f ().
— , r— T—

a) lim f(z) = lim(—2+2) =-34+2= -1
z—3 x—3
b) lim f(z)= lim (—22%2+3) =1
z—1— T—1—
lim f(z)= lim (—z+2)=1
r—1+

r—14+
Koska liI{l flx) = liI{1+f($) = 1, niin lim1 flx)y=1
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Paloittain maaritellyn funktion raja-arvo
. oo [3r =9
Esimerkki 2. lim —
z—3 x*—9
—3z4+9, kun =<3
|3z — 9| _{ 3x—9, kun >3
-3 9
in—i_, kun x <3 Az # -3
132 — 9| % =9
= 3x—9
m, kun = >3
—3(x — — -1
lim f(z)= lim M: lim L
r—3— T—3— (.%' — 3)(1’ + 3) z—3—x + 3 2
— 1
lim f(z)= lim _Bz=3) = lim 31
r—3+ z—3+ (3: — 3)(:6 + 3) =3+ + 3 2
Koska lim f(z)# lim f(x), ninlim f(x) ei olemassa.
r—3— r—3+ r—3
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Paloittain maaritellyn funktion raja-arvo

Esimerkki 2 jatkuu
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